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Zusammenfassung

Um das Langzeitverhalten hierarchisch interagierender Systeme stochastischer Differentialgleichun-
gen zu verstehen, wurde die Multiple Space-Time Scale Analysis entwickelt, mit der es moglich ist das
Grenzverhalten dieser Systeme entkoppelt in groen Raum- und Zeitskalen zu betrachten und somit Riick-
schliisse auf das urspriingliche System zu ziehen. Da das Grenzverhalten nunmehr durch eine Markov-
Kette — die Wechselwirkungskette des Systems — beschrieben wird, gegen die das renormalisierte System
bei geeigneter Wahl der Skalen in Verteilung konvergiert, vereinfacht sich die Betrachtung des Systems:
der Zustandsraum der Markov-Kette entspricht dabei dem eines ,, Teilchens“ des Systems, die Zeitvariable
durchlduft dagegen nicht mehr R, sondern nur noch je nach Definition der Zeitskala Z_ bzw. Z, .

Bisher wurden Systeme betrachtet, deren ,Teilchen“ Werte in [0,1] bzw. Ry annehmen. In dieser
Arbeit soll nun die Markov-Kette untersucht werden, die von Systemen auf R erzeugt wird.

Als Schwerpunkt befasst sich die Arbeit mit den Eigenschaften der Wechselwirkungskette und den
daraus resultierenden des zugrundeliegenden Systems. Es zeigt sich, dass das Langzeitverhalten des Sys-
tems hierarchisch interagierender Diffusionen — Stabilitét oder Clusterbildung — nur von der Stdrke der
Interaktion zwischen den einzelnen Hierarchien abhéngt. In einem weiteren Schritt untersuchen wir die
typische Grofle und Hohe dieser Cluster im Fall der Clusterbildung. Die Ergebnisse werden jeweils mit
denen der Systeme mit Diffusionen auf [0,1] bzw. Ry verglichen.

Die Ubergangskerne der Wechselwirkungskette ergeben sich als Gleichgewichtsmafle einer Folge sto-
chastischer Differentialgleichungen, deren Eigenschaften wir zunéchst untersuchen. Bei der Erzeugung der
Folge spielt eine nichtlineare Abbildung eines Unterraums der stetigen Funktionen auf R in sich eine wich-
tige Rolle, deren Wohldefiniertheit wir zeigen werden. In einem eigenen Kapitel wollen wir aulerdem die
wesentlichen Eigenschaften dieser Abbildung zusammenfassen und mit Hilfe eines Computerprogramms
visualisieren.
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Bezeichnungen

Zu Beginn der Arbeit seien kurz die verwendeten Bezeichnungen und Notationen in alphabethischer
Reihenfolge zusammengefasst. Auflerdem finden sich hier Verweise auf Definitionen, die in dieser Arbeit
gemacht werden.

|lz], z € R GauBlklammer von x; die grofite Zahl ¢ € Z mit ¢ < x

xVy, r,y €R max{z,y}

T Ay, z,y €R min{z, y}

X, —ts. Y X, konvergiert fast sicher gegen Y’

X, —aY,d>1 X, konvergiert in L% gegen Y’

Xn —pY X, konvergiert stochastisch gegen Y

L[X,] = L]Y] X, konvergiert schwach in Verteilung gegen YV’

14 Indikatorfunktion der Menge A

B von R erzeugte Borelsche o-Algebra

B von R erzeugte Borelsche o-Algebra

C Menge der stetigen Funktionen

Ck, ke NU Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen

Ch Menge der beschriankten, stetigen Funktionen

C. Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager

card(A) Miéchtigkeit der Menge A

Oz ‘Wahrscheinlichkeitsmafl mit Punktmasse in z

E[X] Erwartungswert der Zufallsvariable X

E.[X(t)] bedingte Erwartung E[X (¢) | X (0) = «]

EX[X (t)] Erwartungswert des Prozesses (X (t))i>0 zur Zeit t mit Startverteilung
LIX(0)] = p

F, nichtlinearer Operator auf &, vgl. Definition 1.2

F"neZ;t Verkniipfung der Operatoren F,, o--- o Fp,

8, 6, Menge von Funktionen, vgl. Definition 1.1

id g identische Abbildung auf der Menge A

L[X] Verteilung der Zufallsvariablen X

My, a>0 Menge aller Mafle auf (R, B) mit Gesamtmasse a

N Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}

N(u,o?) Normalverteilung mit Erwartungswert u und Varianz o>

R Menge der reellen Zahlen

R R\ {0}

Ry {reR : x>0}

R_ {reR :2<0}

R R U {—o0, +o0}

Var[X] Varianz der Zufallsvariablen X

Z Menge der ganzen Zahlen {0,1,—-1,2,-2,...}

Z+ {0,1,2,...}

Z_ {0,-1,-2,...}



Kapitel 1

Einleitung und Uberblick

In einer Reihe von Arbeiten von Dawson und Greven ([DG1, DG2, DG3]) wurden Modelle aus der mathe-
matischen Biologie betrachtet, in denen hierarchisch gekoppelte stochastische Differentialgleichungen mit
abzéhlbar unendlich vielen Komponenten von Bedeutung sind. Um das Langzeitverhalten dieser Systeme
zu verstehen, wurde ein Verfahren entwickelt — die Multiple Space-Time Scale Analysis —, mit dem es
moglich ist das Grenzverhalten dieser Systeme entkoppelt in groflen Raum- und Zeitskalen zu betrachten
und somit Riickschliisse auf das urspriingliche System zu ziehen. Eine besondere Bedeutung spielt da-
bei eine Markov-Kette, die Wechselwirkungskette des Systems, gegen die das renormalisierte System bei
geeigneter Wahl der Skalen in Verteilung konvergiert und die die Raum-Zeit-Abhéngigkeit des Systems
beschreibt.

Bisher wurden Systeme betrachtet, deren Komponenten oder ,Teilchen“ Werte in [0, 1] bzw. R4
annehmen. Insbesondere wurden damit Systeme hierarchisch interagierender Fisher-Wright-Diffusionen
bzw. Feller-Verzweigungsprozesse als Spezialfille behandelt. In dieser Arbeit soll nun die Markov-Kette
untersucht werden, die von Systemen auf R und als Spezialfall des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses erzeugt
wird. Die Grundlagen, auf die diese Arbeit aufbaut (siehe Abschnitt 1.2 fiir einen Uberblick), werden in
der Diplomarbeit von Sauter behandelt (vgl. [Sau]).

Ausgehend von dieser Arbeit untersuchen wir die Eigenschaften der der Wechselwirkungskette zugrun-
deliegenden stochastischen Differentialgleichungen und deren Gleichgewichtsmafe, die als zeitinhomogene
Ubergangskerne der Wechselwirkungskette dienen. Dabei spielt eine nichtlineare Abbildung eines Unter-
raums der stetigen Funktionen auf R in sich eine wichtige Rolle, deren Wohldefiniertheit wir zeigen werden.
In einem eigenen Kapitel wollen wir aulerdem die wesentlichen Eigenschaften dieser Abbildung zusam-
menfassen und mit Hilfe eines Computerprogramms visualisieren. Fiir eine exakte Analyse der in den
Féllen von Systemen auf [0, 1] bzw. Ry auftretenden entsprechenden Abbildung sei auf [BCGH1, BCGH2]
verwiesen.

Als Schwerpunkt befasst sich die Arbeit mit den Eigenschaften der Wechselwirkungskette und den
daraus resultierenden des zugrundeliegenden Systems. Dabei wollen wir vor allem die hier gezeigten
Ergebnisse mit denen der Systeme auf [0, 1] bzw. R vergleichen (siehe dazu [DG2, DG3]).

Wie auch schon in den vorhergehenden Arbeiten [DG1, DG2, DG3] zeigt sich, dass das Langzeitver-
halten des Systems hierarchisch interagierender Diffusionen nur von der Stérke der Interaktion zwischen
den einzelnen Hierarchieen abhéngt. Ist eine starke Wechselwirkung vorhanden, so bleibt das System
stabil, wohingegen Clusterbildung bei einer schwachen Wechselwirkung auftritt.

Im Falle der Clusterbildung untersuchen wir die typische Gréfe und Hohe der Cluster, d.h. das mittlere
Wachstum von Bereichen &hnlicher Zusténde von Teilchen und die mittlere Entfernung der Zusténde in
diesem Bereich von 0. Auch hier treten, wie auch schon in den beiden vorher betrachteten Féllen [0, 1]
und R, zwei Arten der Verteilung der Cluster auf:

(i) Diffusives Clustern, d.h. es gibt eine grofie Bandbreite von Grélenordnungen von Clustergrofien, die
gleichzeitig auftreten, aber sich, wie schon in den beiden vorher betrachteten Fillen, in Abhéingigkeit
der Stéirke der Wechselwirkung in vorwiegend kleine, mittlere bzw. grofle Cluster aufteilen lassen.
Aufgrund der unterschiedlichen Definitionsbereiche der Diffusionen unterscheiden sich jedoch die
mittleren Hohen der Cluster und die Grenzprozesse, gegen die die reskalierte Wechselwirkungskette
konvergiert, von denen von Diffusionen auf [0, 1] bzw. R4.
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(ii) Ist die Wechselwirkung des Systems extrem schwach, so tritt — wie wir es nennen wollen — Ma-
cro-Clustern auf, d.h. die Bereiche, in denen Teilchen gleiches Vorzeichen besitzen, wachsen im
Grenzfall unendlicher Zeiten sehr schnell im Vergleich zur Systemgrofle, die Groflenordnungen der
Clustergroflen haben hier jedoch eine kleine Bandbreite. Die geeignet skalierte Wechselwirkungskette
konvergiert schwach gegen eine Wechselwirkungskette mit transformierten Wechselwirkungstermen.
Hier tritt der hauptséchliche Unterschied des Verhaltens der Wechselwirkungskette und somit des
zugrundeliegenden Systems fiir Diffusionen in Abhéngigkeit der Definitionsbereiche auf: Fiir Dif-
fusionen auf [0,1] konnte man in dieser Situation zeigen, dass die Wechselwirkungskette schwach
gegen eine Wechselwirkungskette mit zeitlich konstanten Ubergangskernen konvergiert (vgl. [Kle,
Theorem 2] und [DG2, Theorem 4]). Fiir Diffusionen auf Ry tritt konzentriertes (auf englisch: con-
centrated) Clustern auf, d.h. die Anzahl der Teilchen, deren Zustand mit maximaler Rate wiichst,
verschwindet asymptotisch; diese Teilchen vereinigen aber asymptotisch die gesamte Masse auf sich
(vgl. [DG3, Theorem 6]).

Der Hauptunterschied im Verhalten der Systeme scheint also in der Symmetrie bzw. Asymmetrie
des dem System zugrundeliegenden Definitionsbereichs begriindet.

In den meisten Féllen ist das qualitative Verhalten des Systems nur abhéngig von der Wahl der Wech-
selwirkungsterme und nur fiir extrem schwache Wechselwirkungen nimmt der Definitionsbereich der Dif-
fusionen Einfluss auf das Grenzverhalten des Systems.

1.1 Das Modell

In dieser Arbeit untersuchen wir eine Klasse zeitinhomogener Markov-Ketten (M ,g) k=—j—1,..,0 Mit j € Z,
der j-ten Iterationsstufe, Startwert

(1.1) M

—j—1

(x) =40 (x € R)
und zeitinhomogenen Ubergangskern

(1.2) K_jo1(z, A) ;=T (A)  (k=3j,...,0,A€B).

wobei k als ,,Zeit* oder, wie es in Abschnitt 1.2 genauer erldutert wird, als ,,Hierarchie“ eines hierarchisch
gekoppelten Systems stochastischer Differentialgleichungen interpretiert werden kann. Unter diesem Ge-
sichtspunkt beschreibt (M} )r=—j—1,...0 die Verteilung des empirischen Mittelwerts der Hierarchie —k
des Systems in einer um einen Faktor proportional zur j-ten Potenz der Systemsgrofie beschleunigten
Zeitskala.

Der Ubergangskern

6—¢
gr()

(X ist hier das Lebesgue-MaB) mit geeignetem Normierungsfaktor Z;* " ist die Gleichgewichtsverteilung
des stochastischen Prozesses X (t), der der stochastischen Differentialgleichung

(1.4) dXy(t) = cx(0 — Xi(t)) di 4+ +/2g1(Xk(t)) dB(t),

mit geeigneter Startverteilung (iiblicherweise 0, (z € R) oder Gleichgewichtsverteilung I'g*9") geniigt
(siche Beweis in Abschnitt 2.2). B(t) sei dabei eine Standard-Brownsche-Bewegung, ¢; > 0 seien Kon-
stanten und 6 € R ist der Startwert der Markov-Kette. Die g5 werden rekursiv definiert durch gg := g,
fiir ein geeignet gewéhltes g, und

(13) I () = o - on(o) eolan [ =L de} aaw

(1.5) pn0) = [ a@T§o () (eZi0eR)

gr+1 ist das Mittel der Diffusionsfunktion gj unter der Gleichgewichtsverteilung I'g"* des stochas-

tischen Prozesses Xj. Die Folge der stochastischen Differentialgleichungen und damit die Markov-Kette
héngt also letztendlich nur noch von der Wahl von 6, g und den ¢ ab.
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Das System (1.4) nicht gekoppelter, stochastischer Differentialgleichungen beschreibt Punkte auf der
reellen Achse, die deterministisch auf ein fiir alle Punkte vorgegebenes 0 zudriften, dabei aber unabhingig
voneinander durch eine Diffusion /2¢x(Xx(t)) dB(t) gestort werden. Die ¢ geben dabei die Stirke der
Drift auf 6 fiir den k-ten Punkt an. Die wahrscheinlichkeitstheoretische Bedeutung der Rekursion (1.5)
und der jeweiligen Konstanten werden in Abschnitt 1.2 genauer beleuchtet. AuBlerdem sei auf die Arbeiten
[CGS] und [DG1, DG2, DG3] verwiesen, in denen die Entstehung des Problems aus der Betrachtung eines
Systems von hierarchisch interagierenden Diffusionen in den Fillen g : [0,1] — R4 bzw. g : Ry — Ry
erldutert wird.

Damit Existenz und Eindeutigkeit der Losungen (X(t))i>0 von (1.4) gewéhrleistet sind und die
Rekursion (1.5) wohldefiniert ist (siche Beweis in Abschnitt 2.1 und 3.1), muss g aus der folgenden
Funktionenklasse gew#hlt werden:

1.1 DeFINITION. (Funktionenklassen ® und &..)
& sei die Klasse der Funktionen g : R — R, die den Bedingungen geniigen:
(i) g wachse weniger als eine Einheitsparabel in z, d.h.
1C; € [0,1),02 >0 VxelR : g(l‘) < 01132 +02,
(ii) g sei lokal Lipschitz-stetig auf R, d.h.
VneN 3L, >0 Va,yc[-n,n] : |g(x) —g(y)| < Lp|z -y
(iii) g sei positiv, d.h. Yz € R : g(z) > 0.
8, sei die Klasse der Funktionen g : R — R, die der Bedingung
(i) g(z) = o(x?) fiir # — +o0
und den obigen Bedingungen (ii) und (iii) geniigen.

Wie man leicht einsieht gilt &, C &. Im Folgenden wollen wir die durch (1.5) definierte Rekursion
abkiirzen durch:

1.2 DEFINITION. (nichtlinear’e Abbildung auf &)
(i) Fiir ¢ > 0 und g € & sei (F, = [pg(z) Ty (dzx).
(ii) Firep >0 (k=0,..., )n20undg€® sei Fg:= (F,, o---0Fy)g.

Fiir die Existenz einer eindeutigen, starken Lésung der stochastischen Differentialgleichung (1.4) wiirde es
in obiger Definition geniigen (i) mit C; > 0, (ii) und (iii) zu fordern (vgl. Abschnitt 2.1). Dass C; € [0,1)
gewdhlt wird, garantiert uns die Wohldefiniertheit des Operators F, (vgl. Lemma 1.3 und Satz 3.3).

Die weitere Einschriinkung (i’) ist nétig, um die Existenz der Gleichgewichtsverteilung I'y*'?* zu zeigen
(vgl. Lemma 2.9 in Abschnitt 2.2.2). Fiir Funktionen g € ® wird die in Abschnitt 2.2.2 berechnete Form
der Gleichgewichtsverteilung einfach ,extrapoliert“. Zum anderen kénnen wir so zeigen, dass fiir gy € &,
auch g, = F"gy € &, und somit der Orbit F"gy wohldefiniert ist. Fiir beliebige Funktionen gy € &
kénnen wir dies nicht erwarten (vgl. Abschnitt 4.2).

Ist g € &,, so ist die Markov-Kette (M} NVe=—_j_1..0 fiir alle j € Z, wohldefiniert, denn es gilt (fiir
einen Beweis siehe Abschnitt 3.1):

1.3 LEMMaA. (Wohldefiniertheit)
(i) F. ist auf ® wohldefiniert.
(ii) Ist g € &, so auch Fg.
(iii) Ist g € ®, so ist die Funktion § — (Fg)(0) Element von C*(R,Ry).

Somit liegt mit gy € &. bei Rekursion (1.5) auch jedes gy, fiir £ € N in &, die zugehorigen stochastischen
Differentialgleichungen (1.4) haben eindeutige, starke Losungen und es existiert die Gleichgewichtsvertei-
lung T'5*'9 die als Ubergangskern der damit wohldefinierten Markov-Kette (M} )g=—;—1,..o fiir j € Zy
dient. Tell (111) des obigen Lemmas zeigt insbesondere die stark glittende Eigenschaft der Abbildung F.,
die wir auch in Abschnitt 4.1 sehen werden. Da wir diese Eigenschaft aber nicht fiir unsere weiteren
Ergebnisse benstigen, werden wir fiir den Beweis auf [BCGH1] verweisen.

Eine wichtige Rolle spielen die Fixpunkte der Abbildung F., da es einfacher ist die Eigenschaften
der Markov-Kette (siehe Theoreme 1.8, 1.9 und 1.13) fiir einen Fixpunkt der Rekursion (1.5) zu zeigen
und diese dann mit analytischen Mitteln fiir beliebige g € &, zu verallgemeinern. Auch wir wollen die
Ergebnisse hauptséichlich nur fiir die Fixpunkte der Rekursion beweisen und fiir die Verallgemeinerung
auf eine evtl. spiter veroffentlichte Fortsetzung dieser Arbeit verweisen.
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1.4 BEMERKUNG. Eine einfache Rechnung zeigt, dass fiir 0 € RX die Funktion go := ¢ Element von &,
ist, und fiir beliebige ¢ > 0 gilt: F.o? = 02,
Weiterhin kann man beweisen, dass die Funktionen der Klasse ¢ = o2 die einzigen Fixpunkte der

Abbildung F, sind.

Fiir die beiden anderen bisher betrachteten Félle tritt auBerdem der Fall einer Fizform auf (engl.: fixed
shape), d.h. es gilt fiir ein A(c) € {0,1} in Abhingigkeit von ¢: F.g = A(c)g. Auf Fixformen lassen
sich dhnliche Verfahren anwenden, wie auf Fixpunkte. In der folgenden Tabelle sind die Fixpunkte bzw.
Fixformen fiir die bisher betrachteten Zustandsriume zusammengefasst (vgl. [BCGH1, BCGH2]):

Zustandsraum | Fixform Fixpunkt
[0,1] ar(l—x),a>0 —
Fisher-Wright-Diffusion
Ry ax?4+bx,0<a<1,b>0 ax, a >0
Skalarfeld in nichtstationérem, Fellers Verzweigungsprozess
zufilligem Potential (siche [MRSZ])
R ax?4+b,0<a<1,b6>0 02, 0 € RX
unbenannt! kritischer Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Dabei ist zu beachten, dass die Fixform g(z) = az(1 — z) fiir den Zustandsraum [0, 1] einen wohlde-
finierten Orbit F™g besitzt, die Fixformen der Zustandsrdume R; und R jedoch nicht (vgl. [BCGHI,
Gleichung 0.21], BCGH2, Lemma 5] und Abschnitt 4.2).

1.2 Wahrscheinlichkeitstheoretischer Hintergrund

Auf das in Abschnitt 1.1 definierte Modell st68t man, wenn man ein System von N € N gekoppelten
stochastischen Differentialgleichungen auf R der Form

i 1 & j i i i
w6 Ay N (4) = ¢ (ﬁ ;w M) — Y ’N)(t)) dt + \/29(Y N (1)) dBD (1)
yEN(©0)y=60  (i=1,...,N)

betrachtet, wobei g € &, und somit Gleichung (1.6) eindeutige starke Losungen besitzt. (B® (t));=1.  n
seien dabei unabhéingige Standard-Brownsche-Bewegungen. Die Wechselwirkung zwischen den Zusténden
der einzelnen ,, Teilchen* und dem Mittelwert des Systems wird mit ¢ gewichtet. Die Zusténde der ., Teil-
chen® dieses gekoppelten Systems erfahren eine Drift zum arithmetischen Mittel der Zustédnde des Ge-
samtsystems, haben aber den selben Diffusionsterm wie (1.4). Unter den Zusténden der Teilchen konnte
man sich zum Beispiel eine zufillige Ladungsverteilung auf {1,..., N} vorstellen.

Ahnliche gekoppelte stochastische Differentialgleichungen — jedoch auf [0,1] bzw. auf R} — werden
in [DG2] bzw. in [DG3] betrachtet. Dort kann man die Zusténde der Teilchen z.B. als Haufigkeit von
Individuen eine bestimmte Eigenschaft zu besitzen oder Masse der Teilchen interpretieren.

Es lisst sich nun zeigen (vgl. [Sau, Theorem 1] fiir den Fall g = 0?), dass im Falle grofer Systeme
(N — o0) die Differentialgleichungen entkoppeln und es gilt

(L.7) LIy M @), . Y EN )] B (LIZ0)izo)F (R eN),

wobei (Z(t))¢>0 die eindeutig bestimmte starke Losung der Differentialgleichung

dZ(t) = c(0 — Z(t)) dt + \/29(Z (1)) dB(t)

(1.8) 2009

ist, die bis auf den Startwert mit der von Xo(¢) tibereinstimmt (vgl. (1.4)). Dies lésst sich dadurch

erkliaren, dass sich der Mittelwert der Zustinde des Systems, der ja mit 6 startet, fiir grofle N in einer

sehr viel langsameren Zeitskala verindert als die Prozesse Y (4V) .

!Bei der Simulation der Iteration der g (vgl. Abschnitt 4.2) scheint es, dass dhnlich wie beim Zustandsraum Ry
Fixformen der Form az? + b mit 0 < a < 1 und b > 0 auftreten.
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Um zu kliren in welcher Zeitskala sich der Mittelwert &dndert, betrachtet man den empirischen Mit-
telwert des proportional zur Grofle des Systems beschleunigten Systems (1.6) (¢ — tN)

~ 1 N i
(1.9) YN(t) = ~ ;w M(tN),

der die eindeutig bestimmte starke Losung der Differentialgleichung

dy'™N(t) \/2g(Y @GN (¢N)) dBD (¢N)
(1.10) N Z

YN(0) =6

ist (Einsetzen von (1.6) in (1.9)).
Das empirische Mittel in der reskalierten Zeit konvergiert wiederum schwach in Verteilung gegen einen
stochastischen Prozess fhnlich (1.8) (vgl. [Sau, Theorem 2] fiir den Fall g = 02):

(1.11) LITN())iz0) =22 LIZ())ex0),

wobei Z die eindeutig bestimmte starke Losung der stochastischen Differentialgleichung

dZ(t) = \/2(F.g)(Z(t)) dB(t)
Z(0)=6

ist, d.h. eines Diffusionsprozesses ohne Drift aber mit transformierter Diffusionsfunktion F.g.
Das Ergebnis wird einsichtig, wenn man sich iiberlegt, dass (F.g)(6) nach Definition von F, das Mittel
von g(x) unter der Gleichgewichtsverteilung I'y?(dz) des Prozesses (Z(t))¢>o ist. Da fiir Brownsche-

Bewegungen L[N~z B (¢tN)] = L[B® ()] gilt, lisst sich (1.10) umformen in

dy'N (1) Z v 29(YEN(N)) dBY (1)

Somit hat also das reskalierte empirische Mittel YN (t) fir N — oo als lokale Diffusionsrate den
Mittelwert der Diffusionsraten der einzelnen Y (%) (t) unter ihrer Gleichgewichtsverteilung, die ja fiir
N — oo gleich der von (Z(t))¢>o ist, ndmlich I'y?.

(1.12)

Die Markov-Kette (M} N om j—1....,0 entsteht, wenn man anstelle (1.6) ein System hierarchisch gekoppelter
stochastischer leferentlalglelchungen betrachtet (vgl. dazu [DG3]).

Diese abzihlbar unendliche Hierarchie stochastischer Differentialgleichungen wird indiziert durch die
abelsche Gruppe Ax (N > 2) mit kanonischer Definition der Addition ,,+“ und Abstand zwischen zwei
Elementen d(-, -):

Ay = {/\ = (/\1,)\2,...) ‘ Ai € {0,...,N— 1},card(i\)\i #0) < OO}
(1.13) A4+ N :=A1+ A mod N,...)
dN) =min{k |Vj>k: )\ = )\;}
N entspricht auch hier der Griéfie der einzelnen Hierarchien wie in (1.6), nur sind es jetzt abzihlbar viele
davon. Da fiir beliebige A € Ay aufgrund der Bedingung card(i | A; # 0) < oo schlieflich alle \; = 0 sind,
ist d(-,-) immer endlich.

Wie in (1.6) wird nun ein abzihlbares, gekoppeltes System stochastischer Differentialgleichungen
betrachtet:

Ay N (¢ Z (Nk S YN - YN (@) de+
k=1 d(N A<k

+/20(F O (1)) 4BV (1)

YON0)=6 (A€ An),

(1.14)
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wobei ¢, > 0 fur alle k und ), e N~F < o0, so dass die linke Summe wohldefiniert ist, g sei aus &,
gewiihlt und BW (t) seien unabhingige Standard-Brownsche-Bewegungen.

Fiir k£ = 1 entspricht (1.14) der Gleichung (1.6) mit ¢ = ¢g, denn es gibt genau N ,, Teilchen®, die zu A
einen Abstand < 1 haben, also hochstens in der ersten Hierarchie von A abweichen. Fiir kK = 2 wird dazu
noch die Drift auf den Mittelwert aller N2 , Teilchen“ addiert, die Abstand < 2 zu A haben — jetzt aber
mit dem Faktor ¢q geteilt durch die Anzahl der ,, Teilchen“, mit denen bereits eine Stufe vorher interagiert
wurde, gewichtet. Fiir beliebiges k verfiahrt man analog. Die c¢; geben also an, wie stark jedes Teilchen
mit dem Mittelwert der k-ten Hierarchie interagiert.

Die hierarchische Anordnung findet vor allem in der mathematischen Biologie Verwendung, um ein
Modell fiir Verwandtschaft von Individuen zu beschreiben. Die Hierarchien kénnen dabei z.B. als einzelne
Individuen (k = 0), die Familie der das Individuum angehért (k = 1), die Sippe der die Familie angehort
(k = 2) usw. interpretiert werden. Aus dieser Sichtweise macht auch die Verwendung des Abstandes
d Sinn, der die Verwandschaft zweier unterschiedlicher Individuen als die erste Hierarchie, ab der die
Eigenschaften der beiden tibereinstimmen, charakterisiert.

Genau wie vorher betrachtet man wieder das empirische Mittel der Zusténde der ,, Teilchen“, diesmal
jedoch ohne Verdnderung der Zeitskala (vgl. (1.9)):

= (\N) 1 ~\/
(1.15) Y ()= S YN (AeAn,keZy).
N:d(AN N <k

Da das empirische Mittel jetzt aber noch zusétzlich von der Hierarchie k abhéngt, bis zu der unterschieden
wird, stellt sich die Frage, wie die Zeitskala des empirischen Mittels zu reskalieren ist. Man betrachtet also
im Folgenden das skalierte System (Skalierung des Raums durch den Ubergang zum k-ten Blockmittel
und Skalierung der Zeit durch den Faktor N7):

= (AN) )
(1.16) Y (N7))\cnn (j € Zy).

Dieses System entspricht dem von (1.9), allerdings bleibt hier die Zeitskala variabel.
Es zeigt sich, dass gilt (zum Beweis vgl. [DG3]):
~ =(AN)

1.5 THEOREM. Sei Y MN) und Y, definiert wie in (1.14) bzw. (1.15) und sei s : N — R eine Funktion,
fiir die gilt:

(i) s(N) 1 oo fiir N — oo,

(i) N=1s(N) — 0 fiir N — oc.
Dann gilt:

(1.17) ll[(iz’f;c (s(N)N7)),_

wobei M,ﬂ definiert ist durch (1.1-1.2).

Beobachtet man das System nach einer langen Zeit s(N )N’ und skaliert man den Raum entsprechend mit
Blockmitteln der Ordnung k = 0, ..., j+1, so konvergiert die Verteilung dieses Vektors schwach gegen die
der Markov-Kette. Auch hier entkoppeln wie bei (1.7) die einzelnen Komponenten und der Grenzprozess
wird unabhéngig von dem Multiindex A. Durch die Betrachtung der unterschiedlichen Hierarchien &
unabhdngig von der Zeitskala j — der Multiple Space-Time Scale Analysis — erhilt man eine detaillierte
Vorstellung der bei dem Modell auftretenden Phinomene, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden.

1.3 Ergebnisse

In diesem Abschnitt sind die Sdtze und Theoreme zusammengefasst, die wir in dieser Arbeit iiber die
Markov-Kette beweisen werden. Wir werden auflerdem den Zusammenhang zum urspriinglichen Modell
(1.14) herausarbeiten und interpretieren. Die Beweise zu den folgenden Sétzen und Theoremen finden
sich in Kapitel 3.
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1.3.1 Grundlegende Eigenschaften der Markov-Kette

Fiir die weiteren Betrachtungen, insbesondere fiir Theorem 1.8, ist es von Bedeutung das erste und zweite
Moment der Markov-Kette zu kennen.

1.6 SaTz. Sei (M} )k=—j_1,..,0 eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g € &,, dann
gilt fiir —j —1 <k <0: A
E[M] =6
. ) J 1
B[] = 6+ (Fig) ) > +-
I=—k
Insbesondere ergibt sich fiir die Varianz ‘
J
. ) 1
Var[M]] = (Fg)(0) Z o
I=—k

Der Erwartungswert der Markov-Kette bleibt also bei jedem Iterationsschritt konstant, die Verteilung
streut aber mehr und mehr in Abhéngigkeit der c¢;. Insbesondere ergibt sich, dass (M;g)szjfl,...,o fiir
festes j € Z, ein Martingal ist.

1.7 SaTz. Sei (M} )k=—j_1,...,0 eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g € &,, dann

ist (M ,g Jk=—j—1,...0 fiir alle j € Z, ein quadratintegrables Martingal.

.....

Mit Hilfe dieses Satzes lidsst sich der Diffusionslimes der Markov-Kette mit dem Invarianzprinzip fiir
Martingale bestimmen.

1.3.2 Verhalten der Markov-Kette fiir 3 — oo

Es stellt sich die Frage, wie sich die Markov-Kette fiir grofle j verhélt, und ob ein Grenziibergang j — oo
moglich ist. Man versucht also eine Art Entrance Law fiir die Ubergangskerne der Markov-Kette zu
finden, d.h. eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen (ay)rez_ auf R mit ag41 = apK_i. Die Wahr-
scheinlichkeitsmaBe oy, werden von den Ubergangskernen (K_k)ken der Markov-Kette , transportiert®,
die fiir alle & € N definiert sind (vgl. (1.2), (1.5) und Lemma 1.3). Ist es moglich eine solche Folge zu finden
mit a_s = dg, so setzt man L[M°] := «; und hat damit die Verteilung der gesuchten Markov-Kette
(MX)kez_ konstruiert.

Zur Vereinfachung der Betrachtungen wollen wir im Folgenden nur den Fall g = 02 mit 0 € R*
betrachten. Es gilt somit fiir alle j € N und 0 € R, dass (F7g)(f) = o2. Daraus folgt insbesondere, dass
die Ubergangskerne K_i(z, A) fir alle k& € Ny normalverteilt sind mit erstem Moment z und Varianz
0’2/Ck.

Nach Satz 1.6 ist es einsichtig, dass die Konstruktion eines Entrance Laws nur zu nichttrivialen
Losungen fiihrt, falls die Summe der ¢, ~! konvergiert, d.h. die ,Punkte“ in (1.4) bzw. , Teilchen“ im
System (1.14) einer starken Drift auf § bzw. dem empirischen Mittel ausgesetzt sind. Im Fall der Divergenz
der Summe der ¢z !, d.h. einer schwachen Drift, wird die Varianz der Verteilung von M fiir j — oo
nach Satz 1.6 unendlich. Aus dem gleichen Grund wird es aber auch die Varianz der Verteilung von M ,i
fiir alle k € Z_ und j — oc.

1.8 TueEoREM. (Entrance Law oder Divergenz)

Sei (M} )k=—j—1,...,0 eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g = 0%, 0 € R¥, dann
gilt:

(1) Ist > pez, cr ' < o0, so ist die Markov-Kette (M:°) ez wohldefiniert und es gilt:

LIM e —jmt.o0) =2 LIMEE ez ).

oo —

Der Grenzprozess M hat wiederum die Markov-Eigenschaft mit Ubergangskern (1.2) und M>_ =
0

(i) Ist 3 pez, et = oo, so gilt fiir alle k € Z_:

}jaool

LIM])'= 16 + 164
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Das Theorem ldsst sich unter denselben Voraussetzungen mit etwas Aufwand auf Funktionen g € &,
verallgemeinern: Fiir (i) geht man dabei dhnlich vor wie in [DG3, Abschnitt B.4] und zeigt, dass im Fall
D ke, e~ < oo auch der Grenzwert (F7g)(f) fir j — oo existiert und endlich ist. Somit ist auch
fiir beliebige g € &, die Varianz der M] fiir j — oo endlich und wir kénnen den Beweis analog zu
dem des Theorems 1.8(i) fithren. Im Fall (ii) muss man sich nur iiberlegen, dass sich die Verteilungen
der Ubergangskerne der Markov-Kette M fiir groie j und k — 0 durch geeignete normal verteilte
Zufallsvariablen annihern lassen. Der Beweis ldsst sich dann wiederum analog dem des Theorems 1.8(ii)
fiihren. Konvergiert z.B. F/g fiir j — oo gleichmiifliig gegen eine Konstante o2 mit ¢ € R, so ist
dies offensichtlich méglich. Fiir Funktionen g € &,, deren Orbit unter der Abbildung F' nicht durch
positive Konstanten beschréinkt werden kann, ist uns allerdings noch nicht klar wie ein Beweis des dem
Theorem 1.8(ii) entsprechenden Theorems gefiihrt werden kann.

Die Bedingung, ob ein nichttriviales Entrance Law existiert, hdngt somit nur von den ¢ ab, 6§ und g
spielen dabei keine Rolle. Deshalb verwundert es nicht, dass entsprechende Ergebnisse auch in den beiden
Féllen g : [0,1] — R4 bzw. g : Ry — R, bewiesen wurden (vgl. [DG2] bzw. [DG3]). Die Grenzverteilung
im Fall (ii) des Theorems &indert sich jedoch entsprechend des Definitionsbereichs von g:

Zustandsraum | Grenzverteilung

[0, 1] (1= 0)do + 06,
R, 8
R %5700 + %5+oo

Dabei fillt auf, dass fiir das System mit beschrénktem Zustandsraum [0, 1] die Grenzverteilung von dem
Startwert 6 € [0,1] des Systems abhingt, fiir die beiden Systeme mit unbeschréinktem Zustandsraum
spielt dagegen der Startwert keine Rolle.

Das Verhalten des Systems hierarchisch interagierender stochastischer Differentialgleichungen (1.14)
kann man somit in zwei Fille unabhéingig von g € &, und 6 € R aufteilen:

(i) Starke Interaktion der Teilchen:
Die Verteilung der einzelnen ,Teilchen“ (die 0-te Hierarchie in (1.15) entspricht einem einzelnen
Teilchen in der um den Faktor N7 beschleunigten Zeit) entkoppelt im Grenzfall fiir N — oo, wie wir
auch in Theorem 1.5 gesehen haben, und konvergiert in jeder noch so schnellen Zeitskala in Verteilung
gegen einen Grenzprozess mit Erwartungswert § und endlicher Varianz. Man nennt dieses Verhalten
des Systems stabil.

(ii) Schwache Interaktion der Teilchen:
Im Grenzfall schneller Zeitskalen nidhern sich die Teilchen immer mehr den Grenzen des Definitions-
bereiches —oo bzw. 400 an. Da beide ,,Grenzwerte* mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, wird
es Bereiche geben, in denen sich hauptséchlich Teilchen mit groflen positiven Werten befinden, und
andere, in denen sich hauptséchlich welche mit kleinen negativen Werten befinden. Diese Bereiche
werden Cluster genannt, und man sagt, dass das System clustert.

1.3.3 Genauere Analyse der Clusterbildung

Fiir den Fall der Divergenz der Summe der c; ' stellt sich die Frage, ob es moglich ist die Markov-
Kette und die Zeitvariable k geeignet zu skalieren und dadurch doch noch nichttriviale Konvergenz dieses
skalierten Prozesses zu erreichen. Der resultierende Grenzprozess der reskalierten Markov-Kette gibt dann,
wie wir sehen werden, Aufschluss iiber die mittlere Héhe und Grofie der Cluster.

Um die weitere Analyse zu vereinfachen, wollen wir annehmen, dass der Grenzwert limg_,o, cp = ¢
mit ¢ € [0, 00] existiert. Dies ist nicht wirklich eine Einschrinkung, da die typischen Folgen von Wech-
selwirkungstermen, die hier von Interesse sind, sogar monoton steigend bzw. fallend sind, wie wir in
den folgenden Korollaren sehen werden, und der Ubergang von einem Bereich der Clusterbildung zum
néchsten wird fiir Nullfolgen auftreten (vgl. (1.18)).

Unter dieser Préamisse zeigt sich, dass auch das Verhalten der Clusterbildung in Abhéngigkeit der
Folge (ck)rez, in zwei Bereiche aufzuteilen ist, ndmlich

(i) dem diffusives Clustern und
(ii) dem — wie wir es nennen wollen — Macro-Clustern.
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Die beiden Bereiche werden dabei durch das Kriterium

(1.18) lim ¢; EJ: 1 J=o0 diffusives Clustern
j—oo T =c | < oo Macro-Clustern

voneinander unterschieden.

Wiirde man nicht fordern, dass der Grenzwert der Folge (cx)rez, existiert, so wire es moglich, dass
limsup ;> 7_ockx ' = oo aber liminf¢;Y 5 _,cx ™' < oo, und das System wiirde sowohl das Verhalten
des diffusiven als auch des Macro-Clusterns aufweisen. Dabei wire es kaum mdoglich zu unterscheiden wie
sich das System konkret verhalten wiirde.

Auch fiir hierarchisch interagierende Diffusionen auf [0, 1] bzw. R kann das Verhalten der Cluster nach
dem Kriterium (1.18) in zwei Bereiche aufgeteilt werden. Fiir den Bereich (i) ergibt sich jeweils diffusives
Clustern, in Bereich (ii) unterscheidet sich jedoch grundsétzlich das Verhalten je nach Definitionsbereich.

Bereich (i): Diffusives Clustern

Betrachten wir zunédchst den Fall des diffusiven Clusterns. Es zeigt sich, dass die Wechselwirkungskette
bei geeigneter Skalierung schwach in Verteilung gegen eine Standard-Brownsche-Bewegung konvergiert.
Fiir den Beweis ist hierbei entscheidend, dass die Markov-Kette ein quadratintegrables Martingal ist, das
die Lindeberg-Bedingung erfiillt, was aus Satz 1.6, Satz 1.7 und dem Kriterium (1.18) folgt.

1.9 TueoreM. (Diffusives Clustern)
Sei (M} )k=—j_1,....0 eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g = 02, 0 € R*. Sei
auflerdem ;. cp =00, limj oo €5 n_oCk - = 0o und h(j) definiert als

)= o3 1) = ariar)

k=0

dann existiert eine Folge von Funktionen f; : [0,1] — Z_ mit den Eigenschaften

(i) f; ist monoton fallend fiir alle j € Z.,

(ii) f;(0) =0 und f;(1) = —j -1,
so dass die reskalierte Markov-Kette in Verteilung gegen eine Standard-Brownsche-Bewegung auf [0, 1]
(B(a))ae(o,1] konvergiert:

J—o

E[(h(j)flec;(a))ae[o,u] = L{(B(@))aco,1]-

Aus einer heuristischen Uberlegung folgt leicht, dass die Raumskalierung & als die Hohe und die Zeit-
skalierung f als die rdumliche Ausdehnung der Cluster interpretiert werden kann: Betrachtet man den
Zustand des Teilchens Y(MY) mit A € Ay beliebig, so ist man bei der Bestimmung der Hohe und
Grofle des Clusters, in dem sich das Teilchen gerade befindet, interessiert in welcher Kugelumgebung
{N € Ay |d(A\XN) < k} um A mit Radius k die Zustéinde der Teilchen mit dem des Teilchens an der
Stelle A in etwa iibereinstimmen.

Wir wollen diese Kugelumgebungen jedoch nicht statisch bei fester Raumskalierung k£ und zu festen
Zeitpunkten ¢ betrachten, sondern wir fragen uns, wie sich diese Kugelumgebung &hnlichen Verhaltens
zeitlich verdndert. Dazu fithren wir eine Funktion fi(«) : [0,1] — R4 mit entsprechenden Eigenschaften
(i) und (ii) wie in Theorem 1.9 fiir ¢ € Ry ein, die fiir festes ¢ das Intervall [0, 1] monoton auf die fiir das
System schon verstrichene Zeit [0, ¢] abbildet:

(i) f: ist monoton wachsend fiir alle ¢ € R,
(ii) f¢(0) =0 und fi(1) =t

Anstatt jedes Teilchen einzeln zu betrachten gehen wir zum empirischen Mittel der Zustédnde in dieser
Kugelumgebung iiber und skalieren dessen Hohe mit h(t)~!. Die Funktionen f;(«) und h(t), fiir die sich
fiir

=(AN)
(1.19) h(t) Y 4, (0

im Grenzfall ¢ — oo ein nichttrivialer Grenzprozess ergibt, werden daher mit Grdfie bzw. Héhe des
Clusters, in dem YMN) liegt, bezeichnet.
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Da der Fall fiir endliches N in Abhéngigkeit von A schwer zu behandeln ist, betrachtet man stattdessen
den Limes N — oo von (1.19) in der passenden Zeitskala s(N)N7. Mit Theorem 1.5 reduziert sich dadurch
das Problem auf das Auffinden von Funktionen f;(«) und h(j), fiir die

h(i) " M, o)
gegen einen geeigneten nichttrivialen Grenzprozess fiir j — oo konvergiert. Man beachte, dass sich dabei
die Zeitskala invertiert: ¢ = 0 entspricht k = 0 aber t = s(N)N7 entspricht k = —j — 1.

Wie wir in Theorem 1.9 gesehen haben, konvergiert die reskalierte Markov-Kette fiir beliebige a € [0, 1]
schwach gegen eine Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz «. D.h. insbesondere, dass asympto-
tisch fiir j — oo ein ganzes Kontinuum von ClustergréBen der Grofienordnung f;(«) in Abhéngigkeit von
a in der Zeitskala N7 des urspriinglichen Systems bzw. in der Zeitskala j der Markov-Kette auftritt. Da-
her teilt man die rdumliche Clustergrofie typischerweise in Abhéngigkeit des asymptotischen Verhaltens
der Funktion f;(a) in drei Kategorien ein, nach denen wir auch unsere Beispiele ordnen werden:

(i) Kleine Cluster: ,
Fiir alle o € (0,1) gilt: f;(a)/j "= 0,
d.h. die Funktionenfolge f; wichst im Vergleich zur Zeitskala N J sehr wenig.

(ii) Mittlere Cluster: ,
Es gibt eine nichtkonstante Funktion fo, so dass gilt: f;(a)/j = foola),
d.h. die Funktionenfolge f; wichst in Abhdngigkeit von « in der selben GréBenordnung wie die
Zeitskala N7 und es ergibt sich in Abhiingigkeit von a ein Kontinuum von Clustergroéfen.

(iii) GrofBle Cluster: ,
Fiir alle o € (0,1) gilt: f;(a)/j == —1,
d.h. die Funktionenfolge f; wichst der gleichen Grofienordnung wie die Zeitskala N7. Asymptotisch
gilt f;(a) ~ —j unabhéngig von a.

Bei groflen Clustern wird es im Gegensatz zum Macro-Clustern aber immer Cluster in kleineren Groéflen-
ordnungen geben, allerdings mit verschwindender Wahrscheinlichkeit fiir j — oco.

Fiir spezielle Folgen (c)rez, lésst sich f; konkret bestimmen. Der Beweis des Theorems 1.9 zeigt
némlich, dass f;(c) durch die Gleichung

—fi () 1 J 1
m ST/,
Iz o Gk k=0 *

asymptotisch bestimmt ist. Dies wollen wir uns zunutze machen und im Folgenden fiir typische Wechsel-
wirkungsterme das Verhalten des Systems diskutieren:

1.10 KoROLLAR. (Beispiel fiir kleine Cluster)
Sei (M )k=—j-1,...,0 wie in Theorem 1.9 definiert. Ist ¢, = ¢(k + 1) mit ¢ > 0, so gilt:

file) == +2)*) +1 und
LI ML ) aeon] = LI(B(@))acpo.]

Die Hohe der Cluster wichst in diesem Beispiel nur logarithmisch, die Gréfle der Cluster verglichen mit
der Zeitskala bzw. Systemgrofie nur sehr langsam.

1.11 KoROLLAR. (Beispiel fiir mittlere Cluster)
Sei (M} )k=—j-1,..,0 wie in Theorem 1.9 definiert. Ist c¢j, = c(k + 1)% mit ¢ >0 und 3 € (—o0, 1), so gilt:

file) = =[a(j +1)] und
ﬁ[(h(j)flM;j(a))ae[o,l]] = LB ™)) acpo,1)-

Dieses Beispiel schlie3t mit 8 = 0 auch den Fall ¢, = ¢ ein. Die Hohe der Cluster wichst mit Exponent
#. Die Clustergroie relativ zur Zeitskala f;(«)/j — foo(a) = —c wichst hier jedoch abhdngig von
a. Insbesondere ist die Verteilung der Cluster in der GréBenordnung N explizit durch die in der Zeit
reskalierte Standard-Brownsche-Bewegung (B(a!~# ))acio,1] gegeben.
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1.12 KoROLLAR. (Beispiel fiir grofie Cluster)

Sei (M} )k=—j-1,..,0 wie in Theorem 1.9 definiert. Ist ¢, = cexp{—ak®} mit ¢ >0,a >0 und b € (0,1),

so gilt: i
fil)==1(22v(=G+D)+G+1)")"] und

| — 00

E[(h(j)_lM;j(a))ae[o,1]] = L[(B(a))aelo,1]])-

Die Hohe der Cluster wichst in diesem Fall exponentiell und damit sehr viel schneller als in den beiden
obigen Beispielen. Die Grofle der Cluster wiichst auch exponentiell und im Grenzfall j — oo unabhéngig
von a. Man beachte, dass sich das System fiir b = 1 bereits im Bereich des Macro-Clusterns befindet.

Auch in den vorangehenden Arbeiten konnte gezeigt werden, dass fiir diesen Bereich der Wechselwir-
kungsterme diffusives Clustern vorliegt, und auch die Unterscheidung in grofie, mittlere und kleine Cluster
wurde unverdndert aus [DG2, DG3] und [Kle] iibernommen. Die einzigen Unterschiede treten definitions-
bereichsbedingt bei der mittleren Hohe der Cluster sowie bei der Form des Diffusionsprozesses auf, den
man als Grenzprozess der reskalierten Markov-Kette erhilt:

Zustands- Clusterhohe Grenzprozess
raum
In erster Ndherung 1. Fiir den Fall
0,1] grofer bzw. kleiner Cluster lassen sich  Fisher-Wright Diffusion auf [0, 1]
’ Korrekturterme berechnen mit Zeitskala ln(ﬁ).
(vel. [DG2]).
Lamperti-Ney Diffusion mit Generator
J 11—« 0
R 71 f" = . G - 2 ( )_
T akZ::oCk ir g(z) = ax () =2x () 1 8x+
1—a 0?
w(ie 120 )2
el exp{125} — 1/ 0z?
J 1 - _
R U( S ck_l) ? fir g(z) = o. Standard-Brownsche-Bewegung auf
= [0, 1].
Bereich (ii): Macro-Clustern
Dieser Fall ldsst sich sinnvoll nur fiir Wechselwirkungsketten der Form ¢, = cexp{—ak} mit a,c >

0 beschreiben. Wie wir im Beweis des Theorems 1.9 sehen werden, ist die Lindeberg-Bedingung fiir
Wechselwirkungsterme in diesem Bereich nicht erfiillt. Wir kénnen also nicht erwarten, dass es moglich
ist die Markov-Kette so zu skalieren, dass sie in Verteilung gegen eine Brownsche-Bewegung konvergiert.
Skalieren wir daher wieder wie im Fall (i) des diffusiven Clusterns die Markov-Kette mit dem Kehrwert

von h(j) ::0(2%);:\/\?]\/13]7

so wird es auch hier einen nichttrivialen Grenzprozess, die Markov-Kette (M 2 )kez, » geben, gegen den
die reskalierte Markov-Kette konvergiert. Dabei wird vor allem verwendet, dass im Bereich des Macro-
Clusterns nach Voraussetzung

J
; 1 |<oo und
lim Var[yec; M!] = o2 lim ¢; —
j—o0 [\/_J 0] j—o0 J ]CZ:;J Ch 2 02 >0

gilt, um zeigen zu konnen, dass die Ubergangskerne der Markov-Kette (/]\Z,?O)kez . wohldefiniert sind.
Allerdings wird das nicht wie in Theorem 1.8(i) {iber ein geeignetes Entrance Law moglich sein, sondern
man wird die Zeitvariable der reskalierten Markov-Kette so verschieben miissen, dass sie zu einem festen
Zeitpunkt (z.B. 0) startet.

1.13 THEOREM. (Macro-Clustern)
Sei (M} )g=—;—1,..0 eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g = ¢%, 0 € R*. Sei
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auflerdem ¢, = cexp{—ak} mit a,c > 0, dann gilt ZkeZ et = 0o und limj_.o chizock’l

Setzt man h(j) = 0(; i)é = %(ee(j%ll) ’

so gilt, dass die mit h(j)~! skalierte Markov-Kette j-ter Stufe schwach in Verteilung gegen eine quadra-
tintegrable Markov-Kette (M{°)rez, konvergiert:

< 0.

j—

L[ ML o] = L[ ke, ]-
(Mzo)kezf ist dabei definiert durch
M° = und Ubergangskern — Kp(x, A) :=T7 (A) (k € Zy, A € B),
wobei die Wechselwirkungsterme des Grenzprozesses (Cy)rez, definiert sind durch

o €
ev —1°

G = lim ¢j_ph(j)? =0
J—00

Weiterhin existiert f.s. der Grenzwert Mgg = limg_ 00 Mgo und ist f.s. endlich.

Durch eine dhnliche heuristische Uberlegung, wie wir sie schon im Fall des diffusiven Clusterns angestellt
haben, ergibt sich genauso wie dort fiir die mittlere Clusterhéhe h(j).

Fiir die typische rdumliche Grofle der Cluster iiberlegen wir uns Folgendes: Die Markov-Kette
(h(j)* M} _ j—1)k=0,...,j+1 beschreibt das Verhalten eines empirischen Mittels von Blocken der Grofie
NItI=Fk asymptotlsch fiir N — oc. Bei einer Verkleinerung der BlockgréBe von N7+1=F auf Ni+1=(k+1)
ist die Anderung des Zustands des Blockmittels asymptotisch N (Mg, 0% /¢y)-verteilt. Die reskalierten
Zustande der Blockmittel vollziehen also bei der schrittweisen Verkleinerung der Blockgriofe eine Irrfahrt
mit normalverteilten Ubergangskernen und bleiben auch fiir k& — oo f.s. endlich.

Man versucht nun &hnlich wie im Bereich (i) des diffusiven Clusterns eine Funktion f(j) zu finden, die
in der Zeitskala N7 asymptotisch angibt, in welchem Blockmittel M7, . alle Teilchen positive bzw. negative
Werte annehmen. Fiir eine solche Funktlon musste dann aber bei der Verkleinerung der Blockgréfie um 1
gelten, dass asymptotisch fiir j — oo h(j (JL 1 positives Vorzeichen hat, wenn h(j)~ LM ij(j) positives

c

+
Vorzeichen hat und analog fiir negatweb Vorzeichen. Da aber

LG M) = M4 =0
gilt, wird dies nach obiger Uberlegung iiber die Ubergangskerne der Markov-Kette (M 2 )kez, nur fir
Funktionen f(j) moglich sein, die f(j) 4+ j + 1 — oo fiir j — oo erfiillen (man beachte dabei: —j — 1 <
f(7) <0). Fiir f(j) kommen somit Funktionen in Frage, die sich asymtotisch fiir j — oo wie —«j mit
a € [0,1) verhalten. Somit wachsen also alle Cluster in der Grofienordnung oy fiir beliebiges o € [0, 1).

Insbesondere gilt fiir alle € > 0 im Grenzfall j — oo #hnlich wie im Fall der grofien Cluster beim
diffusiven Clustern f(j)/j — —(1 —¢€), d.h. die Cluster wachsen fast mit maximaler Geschwindigkeit. Im
Unterschied zum diffusiven Clustern wachsen aber alle Cluster in der selben Gréflenordnung.

Das Verhalten der Systeme héngt in diesem Bereich der extrem schwach interagierenden Hierarchieen
sehr von dem zugrundeliegenden Definitionsbereich der Diffusionen ab. Ausschlaggebend ist vor allem
das Verhalten der Diffusionen an den Randpunkten des Definitionsbereichs: Im Fall [0, 1] und R hat die
Diffusion an den Réndern jeweils gleiches Verhalten, im Fall R unterscheidet sich jedoch das Verhalten
der Diffusion in 0 von dem in oco. Daher dhnelt das Verhalten des Systems auf R eher dem des Systems
auf [0, 1]. Diese Ahnlichkeit wollen wir im Folgenden genauer untersuchen. Dazu definieren wir zunsichst,
was wir unter einem selbstdhnlichen System verstehen wollen:

1.14 DEFINITION. (Selbstéihnlichkeit)
(i) Das System heifit selbstihnlich, wenn fiir die zugehorige Wechselwirkungskette fiir alle j € N, k €

{—j—1,...,0} und | € N gilt: E[Miir” :[,[M,g].

(ii) Das System heifit im Finzugsbereich der Selbstihnlichkeit, wenn die Wechselwirkungskette fiir alle
jeNund ke {—j—1,... ; —o0
J € un € { J ) 70} ‘C[M]gt“ J E[M]]

erfiillt, wobei (Mg)szjfl,...,o die Wechselwirkungskette eines geeignet gewéhlten selbstdhnlichen
Systems ist.
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Anschaulich bedeutet die Selbstidhnlichkeit des Systems, dass sich die Verteilung der Cluster in allen
Skalen dhnelt: VergroBert man sowohl die Zeit- als auch die Raumskala um I € N, so bleibt die Verteilung
der Wechselwirkungskette dadurch invariant. Die Selbstdhnlichkeit beschreibt somit das Verhalten des
Systems fiir endliche Zeitskalen j.

Offensichtlich ist die Selbstiihnlichkeit des Systems &quivalent dazu, dass die Ubergangskerne
(I'g*?)kez,. unabhingig von k sind (g ist dabei die Fixform bzw. der Fixpunkt der Abbildung F,).
Dies erfiillt aber fiir Systeme auf R nur die konstante Folge der Wechselwirkungsterme ¢, = ¢ > 0 fiir
alle k € Z. Ein System mit einer Folge von Wechselwirkungstermen diesen Typs befindet sich aber im
Bereich des diffusiven Clusterns mit mittleren Clustergrofien. Fiir Systeme auf [0, 1] haben diese Folgen
aufgrund der Fixformeigenschaft der Funktion g(x) = z(1 — z) die Gestalt

Ck = Co ( lJcroco )k

und befinden sich somit in einem Bereich, der dem Macro-Clustern entspricht. Weiterhin haben Dawson
und Greven gezeigt (siehe [DG2, Theorem 4]), dass sich Systeme auf [0, 1] mit Wechselwirkungstermen
der Form ¢ = cop¥by mit p € (0,1) und bpy1/bp — 1 im Einzugsbereich der Selbstihnlichkeit befinden.

Neben dieser Eigenschaft der Selbstihnlichkeit erfiillt das System auf [0, 1] natiirlich auch Eigenschaf-
ten dhnlich denen des Theorems 1.13, nur dass es fiir dieses System nicht né6tig ist die Markov-Kette mit
dem Inversen der Hohe der Cluster h(j) zu skalieren (siehe [Kle, Theorem 2]). Die Cluster wachsen auch
hier mit maximaler Geschwindigkeit; die Wahrscheinlichkeit, dass man sich bei zufilliger Ortswahl in ei-
nem Cluster mit Einsen bzw. Nullen befindet héingt aber im Gegensatz zum System auf R vom Startwert
6 ab.

Man koénnte vermuten, dass das Verhalten des Systems bei extrem schwach interagierenden Hierarchien
mehr von den topologischen Eigenschaften des Definitionbereichs der Diffusionen abhingt. Tatséchlich
macht sich jedoch die Beschrénktheit (im Fall [0, 1]) bzw. Unbeschrénktheit (in den Fillen Ry und R)
hauptséchlich dadurch bemerkbar, dass man die Markov-Kette im ersten Fall nicht rdumlich skalieren
braucht, um eine nichttriviale Konvergenz zu erhalten, in den beiden anderen Féllen jedoch schon.

In der folgenden Tabelle sind die bisher untersuchten Félle gegeniibergestellt:

Zustands-

Verhalten des Systems
raum

Die Cluster wachsen &hnlich wie beim Macro-Clustern alle mit maximaler
Geschwindigkeit. Zusétzlich befindet sich das System im Einzugsbereich der
[0,1] Selbstihnlichkeit. Als Grenzverteilung ergibt sich dhnlich wie hier eine Markov-
Kette jedoch mit zeithomogenen Ubergangskernen (vgl. [DG2, Theorem 4] und
[Kle, Theorem 2]).

Konzentriertes Clustern (auf engl.: concentrated clustering): Die Anzahl der
Teilchen, deren Zustand mit maximaler Rate wéchst, verschwindet asympto-
tisch (sie werden in der 0 ,,gefangen*), diese Teilchen vereinigen aber asympto-
tische die gesamte Masse auf sich (vgl. [DG3, Theorem 6]).

Macro-Clustern: Die Bereiche, in denen die Zusténde der Teilchen gleiches Vor-
zeichen haben wachsen fiir ¢ — oo fast mit maximaler Geschwindigkeit: Im
Grenzfall groBer Systeme N — oo gilt fiir die Zeitskala N7 fiir grofie j und
R beliebig kleines € > 0: ] )

N1 ~ Ni(l=e),
wobei —f(j) die mittlere ClustergréBe zur Zeit N7 angibt. Die Clusterhhe
wichst dabei exponentiell.




Kapitel 2

Eigenschaften der stochastischen
Differentialgleichung

In diesem Kapitel finden sich die Beweise fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losungen der stochastischen
Differentialgleichung (1.4), der Existenz und Eindeutigkeit der Gleichgewichtsverteilung I';*'?* sowie die
Berechnung ihres ersten und zweiten Moments.

2.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losungen

Fiir den Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen zitieren wir folgendes Theorem (vgl. [KS,
Korollar 5.5.16 und Bemerkung 5.5.19]):

2.1 THEOREM. Sei (B(t)):>0 eine Brownsche Bewegung auf R. Erfiillen die Koeffizienten b(x) und o(z)
der stochastischen Differentialgleichung

(2.1) dX (t) = b(X (1)) dt + o (X (t)) dB(t)

die Bedingungen
(i) b(z) und o(x) sind Borel-messbar
(ii) b(x) und o(z) wachsen hochstens linear in x, d.h.
JK >0 Ve eR : |b(x)]+ |o(x)] < K1+ |z])
(iii) b(x) ist Lipschitz-stetig, d.h.
AL >0 VzeR : |b(z)—bly)| < Lz —y|
(iv) es existiert eine strikt monoton wachsende Funktion h : Ry — Ry mit h(0) = 0 und fiir alle e > 0
Jo h2(£)d¢ = oo, so dass gilt:
0(2) — o(y)] < h(lz - y),
dann existiert eine eindeutige starke Losung von (2.1).

Unter Verwendung dieses Theorems zeigen wir, dass die stochastische Differentialgleichung (1.4) eindeutig
bestimmte, starke Losungen besitzt. Dazu setzen wir b(z) = ¢ (0 —x) und o(z) = 1/2gx(x), wobei ¢ > 0,
0 € R und g € & fiir alle k € Z,.. Da die g nur lokal Lipschitz-stetig sind, ldsst sich die Eindeutigkeit
der Losungen nur fiir Zeitpunkte 0 < ¢ < S, zeigen, wobei die Stoppzeit S, der erste Zeitpunkt ist, an
dem der Prozess Xj(¢) das Intervall [—n,n] verldsst:

Sy = inf{t >0 : (Xp(t) > n)V (Xi(t) < —n)}

(i) Borel-Messbarkeit:
b ist offensichtlich Borel-messbar. Da g, nach Lemma 1.3 und Definition 1.1(ii) Lipschitz-stetig ist
und damit fiir z,y € R gilt

0 <limsup |(gx(x) — gx(y)| <limsup Lz — y| =0,

Tr—Y Tr—Y

und somit gy stetig ist, sowie \/z eine stetige Funktion ist, folgt, dass auch o als Verkniipfung zweier
stetiger Funktionen stetig und somit auch Borel-messbar ist.

16
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(ii) hochstens lineares Wachstum:
Wihlt man Ky = ¢ fiir || < 1 bzw. K7 = |¢i - 0] fiir |6] > 1, so gilt offensichtlich |cx (6 — z)| <
Ky (1+ Ja]).
Nach Lemma 1.3 und Definition 1.1(i) gibt es fiir alle k ein C; € [0,1) und ein Cy > 0 mit gx(x) <
C12? 4 O, fiir alle z. Durch Addition von 21/C;C3|z| auf der rechten Seite der Ungleichung ergibt
sich gr(z) < Cilz|? + 2y/C1Ca|z| + Cy = (Ch|z] + C2)? < C%*(1 + |z|)? mit C := max{Cy, Ca}.
Multipliziert man beide Seiten mit 2 und zieht danach die Wurzel, so ergibt sich mit Ky = v/2C:

295(z) < Ka(1 + Ja).

Setzt man K = K; + K> so folgt Bedingung (ii).

(iii) Lipschitz-Stetigkeit von b(x):
lek (0 — x) — e (0 — y)| = cklx — y|. Bedingung (iii) ist somit mit L = ¢, erfiillt.

(iv) Holder-Stetigkeit von o(x):
Die Funktion he(€) := v/a€ mit a > 0 erfiillt die Bedingungen an h in (iii), da \/a€ eine nichtnegative
Funktion ist, die strikt monoton wachsend ist, und fiir die fiir beliebiges € > 0 gilt: [; (v/a&)2d¢ =
a”! foe £71d¢ = oo. Es geniigt also zu zeigen, dass ¢ Holder-stetig mit Exponent % ist.
Nach Lemma 1.3 und Definition 1.1 gibt es fiir alle k ein L > 0, so dass fiir alle z,y € R gilt:
l9(z) — g(y)| < L|z — yl|. Sei zunéchst gr(z) > gr(y). Dann gilt [2gx(x) — 2gx(y)| = 2gk(z) —
20k (y) = 2g1(z) — 4g(y) + 291(y) > 29x(2) — 21/29x(2)29x (y) + 29k (y) = |v/29x(x) — /291 (y)*-
Fiir gr(z) < gr(y) lidsst sich dieselbe Ungleichung analog zeigen.
Daraus folgt, dass |o(z) —o(y)| < v/2L|z — y| = har(|z—y]|) fiir ein L > 0, und somit ist Bedingung
(iv) erfillt.

Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit starker Losungen der stochastischen Differentialgleichung (1.4)
fir 0 <t < S, fiir alle n € N aus dem oben zitierten Theorem. Da aber aus der Bedingung fiir héchstens
lineares Wachstum nach [KS, Bemerkung 5.5.19] schon S,, —¢s. oo fiir n — oo gilt, folgt die Existenz
und Eindeutigkeit starker Losungen auf ganz R.

2.2 Invariante Mafle des Prozesses

In diesem Abschnitt werden zunéchst die fiir den spateren Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit in-
varianter Mafle der Differentialgleichung (1.4) verwendeten Definitionen und Sétze zusammengefasst. In
Abschnitt 2.2.2 konstruieren wir nach einem Verfahren von S. Karlin und H. Taylor (siehe [KT, 15.5]) ein
invariantes MaBl T'g*'9* obiger stochastischer Differentialgleichung und zeigen in Abschnitt 2.2.3, dass die-
ses eindeutig bestimmt ist. Fiir das erste und zweite Moment der Markov-Kette ist aulerdem die Kennt-
niss des ersten und zweiten Moments der Gleichgewichtsverteilung wichtig, die wir in Abschnitt 2.2.4
berechnen.

2.2.1 Definitionen und Sitze

Bei den folgenden Definitionen und Sétzen zitieren wir grofitenteils [Lig], der in der Einleitung seines Bu-
ches eine iibersichtliche Zusammenfassung der hier verwendeten Begriffe gibt. Zunéchst sei aber definiert,
was wir unter einem Diffusionsprozess verstehen wollen. Um dem Leser die Unterscheidung der starken
Losung der stochastischen Differentialgleichung (1.4) mit beliebigen stochastischen Prozessen zu erleich-
tern, wollen wir fiir die Letzteren den Buchstaben Y verwenden, der jedoch nicht mit den in Abschnitt 1.2
definierten Prozessen zusammenhéngt.

2.2 DEFINITION. Ein Prozess (Y (t))¢>o heifit Diffusionsprozess, wenn gilt:
(i) (Y())t>0 hat f.s. stetige Pfade
(ii) (Y'(t))+>0 hat die Markov-Eigenschaft
(iil) (Y'(¢))r>0 verhdlt sich lokal wie eine Brownsche-Bewegung mit zustandsabhéngigen Drift- und Dif-
fusionskoeftizienten, d.h. es gilt fiir alle ¢ > 0 und € > 0:

LP([Y(t+h) - Y(t)| > e|V(t)=2] "o
h— el
FE[Y(t+h) =Y (1) iy atn-vya<e | Y(E) = 2] et w(zx) »lokale Driff

LE[(Y(t+h) = Y02 1y ain-vii<a | Y(6) = 2] =2 6%(2) ,lokale Diffusion*
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Da (X% (t))e>0 die eindeutig bestimmte, starke Losung der stochastischen Differentialgleichung (1.4) ist,
deren Koeffizienten ci(0—x) und /g (z) insbesondere zeitunabhéingig sind, folgt die fast sichere Stetigkeit
der Pfade und die Markov-Eigenschaft des Prozesses (vgl. [@ks, Theorem 3.13] und [@ks, Theorem 7.2]).
Der Punkt (iii) 148t sich fiir (X (t))>0 mit der It6-Formel zeigen. Somit haben wir gezeigt, dass (X (t))i>o0
ein Diffusionsprozess ist.

Als Hilfsmittel zur Definition und Berechnung der (zeit-)invarianten Mafle eines Diffusionsprozesses
bedient man sich der zu einem Markov-Prozess gehorigen Halbgruppe, die die zeitliche Entwicklung des
Prozesses beschreibt. Man definiert also:

2.3 DEFINITION. Sei (Y (¢)):>0 ein Markov-Prozess mit Werten in R auf dem Messraum (R, B). Dann
ist die zu (Y (t))¢>0 gehorige Halbgruppe U(t) definiert durch

(UO)f) (@) =B [f(Y(1))],

wobei f aus dem Definitionsbereich der Halbgruppe L™ :=(__p L=(P4) 2 Cp(R) beliebig gewihlt ist.

Im Weiteren bezeichnen wir mit (U (t))¢>0 die zu (Xy(t))i>0 gehorige Halbgruppe. Es geniigt im Allge-
meinen statt Funktionen aus L nur solche aus C,(R) zu betrachten, da C,(R) eine in L>° dicht liegende
Teilmenge ist.

Die Menge aller invarianten Mafle eines Markov-Prozesses ist dann definiert durch:

zER

2.4 DEFINITION. Sei (Y (t))i>0 ein Markov-Prozess mit Werten in R auf dem Mafiraum (R,%) mit
Halbgruppe (U(t)):>0, i ein Wahrscheinlichkeitsmaf$l auf (R, 8) und f € Cy(R) eine beschrinkte stetige
Funktion.

(i) Die Verteilung des Prozesses Y (t) mit Startverteilung p ist gegeben durch

EA[f(Y ()] = / E,[f(V ()] pu(da)

(ii) Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 pU (¢) ist definiert durch

[ rawv®) = [vis i
(iii) Die Menge J aller invarianten Maf$e eines Markov-Prozesses ist definiert durch
J={peM : pU@l)=pn vt >0}

Im Weiteren bezeichnen wir mit Jj, die invarianten Mafle des Prozesses (X (¢))¢>0. Durch den folgenden
Satz werden die invarianten Mafle eines stochastischen Prozesses charakterisiert (vgl. [Lig, Propositi-
on 1.8]). Er folgt direkt aus den Definitionen 2.4(ii) und (iii):

2.5 SaTz. (Invariante Mafe)
Sei (Y (t))e>0 ein Markov-Prozess mit Werten in R und (U(t))+>0 die dazugehorige Halbgruppe. Genau
dann ist y € J, wenn fiir beliebige f € C,(R) und t > 0 gilt

Jvesan= [ fau

Die Berechnung eines zum Lebesgue-Mafl absolutstetigen, invarianten MaBes, wie es ja I'g*9* ist, stiitzt
sich entscheidend auf den folgenden Satz (vgl. [Dynl, Theorem 5.10]):

2.6 SaTz. (Kolmogorov’s Backward-Equation)

Sei (Y (t))¢>0 ein Diffusionsprozess im Sinne von Dynkin auf R, dessen Drift- und Diffusionskoeffizienten

w und o lokal Holder-stetig mit Exponenten o > 0 sind, und sei (U (t))+>o die zu Y gehorige Halbgruppe.
Fiir beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen mit kompaktem Tréiger f € C?(R) ist dann

die Funktion u(t, z) := (U(t) f)(z) stiickweise stetig in x, einmal bzw. zweimal stetig partiell differenzier-

bar nach t bzw. x, und erfiillt die partielle Differentialgleichung

Oou(t,z) ou(t,x) | 5,  O%u(t,x)
(2.2) ot M(JC)T + 350 (@W
mit Anfangsbedingung (|| - || ist die Supremumsnorm)

(2.20) lim u(t,2) ~ /(@) = 0.
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Dynkin nennt einen Markov-Prozess (Y (¢)):>0 einen Diffusionsprozess, wenn der Definitionsbereich des
infinitesimalen Generators des Prozessses, der definiert ist als

(Gh)(@) = lim 2B, [f(Y(h)) = F(Y(0))];

die zweimal stetig differenzierbaren beschréinkten Funktionen f € CZ(R) umfasst. Fiir Diffusionsprozesse
in unserem Sinne gilt aber insbesondere, dass sich der infinitesimale Generator fiir f € CZ(R) schreiben
lasst als

2
(G1)@) = (o) 5 + 30* (@) s ) ()(a)

(man entwickle f bis zum 2. Glied in eine Taylorreihe und wende Definition 2.2(iii) an). Wie wir schon
oben gesehen haben, ist (Xx(t)):>0 ein Diffusionsprozess und die Koeffizienten der stochastischen Diffe-
rentialgleichung, deren eindeutige, starke Losung er ist, sind lokal Holder-stetig mit Exponent 1 bzw. %
Somit erfiillt (X%(t))e>0 die Voraussetzungen fiir Satz 2.6.

Es sei angemerkt, dass auch die entsprechende partielle Differentialgleichung mit der Dichte des Uber-
gangskerns des Diffusionprozesses bzgl. des Lebesgue-Mafles an Stelle der Halbgruppe als Kolmogorov’s

Backward-Equation bezeichnet wird.

2.2.2 Beweis der Existenz

Wir berechnen in diesem Abschnitt ein zum Lebesgue-Mafl absolutstetiges invariantes Mafl des Prozesses
(Xk(t))t>0 unter Zuhilfenahme der oben formulierten Sétze fiir Diffusionsfunktionen g € .. Sei also
y(x) = 75" (z) die Dichte von I'j*'%" bzgl. des Lebesgue-MaBes X. Dabei sei 0.B.d.A. angenommen,
dass gr € C%(R) (bzgl. der gleichmiiBigen Konvergenz liegt C?(R) dicht im Raum der Lipschitz-stetigen
Funktionen auf R — einer Teilmenge von C(R) — auch unter den zusétzlichen Bedingungen des hichstens
quadratischen Wachstums und der Positivitit der Funktionen). Aulerdem existiere das erste und zweite

Moment von A, d.h.
(2.3) / |z| y(x) A(dx) < oo und /x2 ~v(z) A(dz) < oo.
R R
Diese Voraussetzung garantiert, dass auch das erste und zweite Moment des Diffusionprozesses (X (t)):>0,
der in der Gleichgewichtsverteilung I'g*9* startet, fiir alle ¢ > 0 endlich ist:

2.7 KoroLLAR. Gilt (2.3) fiir die Gleichgewichtsverteilung des Diffusionsprozesses (X (t))¢>0, so gilt
auch
E| X, ()] < oo und E[Xp(t)?] < oo

fiir alle t > 0.

Beweis. Da mit der Jensen-Ungleichung E[|X|]? < E[X?] gilt, geniigt es die Behauptung fiir das zweite
Moment zu zeigen: f(x) := x? liegt nach Voraussetzung in C'(R) N L(y\). Wihlt man f,(z) := 22 A n,
so ist f,, € Cp(R) und es gilt f,, T f fir n — oco. Fiir f,, gilt jedoch fiir alle n € N und ¢ > 0 nach
Voraussetzung und Satz 2.5:

oo > / fo ) () (d) = / (Uk(t) ) () (YA (d) = B (£ (X3 (1))
R R

Daraus folgt die Behauptung mit dem ,,Satz der monotonen Konvergenz*. O

Nach Satz 2.5 ist die Menge der invarianten Mafle J; charakterisiert durch die Eigenschaft, dass fiir
beliebige f € Cy(R) gilt:

(2.4) /RUk(t)f-yd)\:/wad/\

2.8 LEMMA. Gilt Gleichung (2.4) fiir Funktionen f € C2(R), so auch fiir Funktionen f € Cy(R).

Beweis. Wir konstruieren eine Funktionenfolge (f,)nen in C2(R), fiir die gilt:
(i) fn — f punktweise fiir n — oo und
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(i) fir m, M € R mit m < f(x) < M gilt auch fiir alle n € N: m < f,, () < M,
dann gilt mit majorisierter Konvergenz und der Isotonie der Halbgruppe:

n—oo

lim Uk(t)fn~7d)\:/ lim Ez[fn(Xk(t))]-vd)\:/Uk(t)f~7d)\
lim n oy dA = -y dA.
Jim Rf g /Rf gl

Die Funktionenfolge ist definiert durch: f,|g\(—n,n) := 0. Das Intervall [-n,n] wird in 2" gleichgrofe
Teilintervalle zerlegt, auf denen die Funktion f,, die Punkte (—n|0), (—n+j-2n-27"| f(-n+j-2n-27")
mit j = 1,...,2" — 1 und (n|0) durch 2" Polynome vom Grad 5 interpoliert, so dass deren erste und
zweite Ableitung auf den Rindern der Intervalle jeweils 0 sind. Diese Funktionen sind zweimal stetig
differenzierbar, haben einen kompakten Triiger, der gegen R aufsteigt, und erfiillen offensichtlich (i) und
(ii). O
Es sei also im Folgenden f € C2(R) beliebig gewiihlt.

Wir wollen nun versuchen Satz 2.6 auf Gleichung (2.4) anzuwenden. Dazu differenzieren wir beide
Seiten partiell nach ¢. Da die rechte Seite nicht von ¢ abhéngt, wird sie zu Null. Damit wir auf der linken

Seite Integration und Differentiation vertauschen kénnen, miissen wir zunéchst zeigen, dass %U k(t) f fur
f € C?(R) integrierbar ist. Um dies zeigen zu konnen, benstigen wir zuniichst das

2.9 LeMmMA. Fiir die eindeutige, starke Losung der stochastischen Differentialgleichung (1.4) mit Start-
verteilung L[X(0)] = 6, gilt fiir beliebige n € Z und t > 0:

limsup P, (Xi(t) <n) =0 und limsupP,(Xx(t)>n)=0.

r—00 r——00

Beweis. Wir wollen die gesuchte Wahrscheinlichkeit P, (X (t) < n fir festes n € Z mit Hilfe der
Tschebischov-Ungleichung abschétzen (analog P, (X (t) > n)). Ist z so grofl gewihlt, dass E[X(¢)] > n,
dann ist

Var[ X ()]
(Eo[Xk()] —n)?

(2.5) P, (Xi(t) <n) <P (|Xk(t) — Ex[Xi(8)]| > Eo[Xi(t)] —n) <

Wir miissen also nur noch zeigen, dass der Bruch auf der rechten Seite fiir x — oo gegen 0 konvergiert.
Wie man leicht aus der stochastischen Differentialgleichung (1.4) erkennt, erfiillt das erste Moment
die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung

Tl — 0~ B0,
E.[X(0)] = ,
die als Losung hat:
(2.6) E.[Xk(t)] = e 'z + cx0.

Eine Abschitzung fiir das zweite Moment erhilt man aus (1.4) mit der It6-Formel, dem ersten Moment
und der Abschétzung
YVe>0 3b>0 VzeR: gx) <er? +0b,

die aus der Lipschitz-Stetigkeit von g und der Eigenschaft g = o(z?) fiir z — o0 folgt. Demnach erfiillt
das zweite Moment die Differentialungleichung mit Anfangsbedingung (dabei ist 0.B.d.A. € < % gewéhlt)

dE [ X« (t)?]

dt
E.[X.(0)?] = 22,

< cp(zbe” " + 0 + b+ (e — DE,[X5(£)?])

die als Losung hat:

—cit e2(e—1)ckt -1

1—
(2.7) E, [X5(t)?] < 2 Derty? | %29@« + ———(b+a?)
€ — € —
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Setzt man (2.6) und (2.7) in die Ungleichung (2.5) ein und ldsst  — oo gehen, dann ergibt sich
P.(X.(t) <n) < et — 1,
woraus die Behauptung fiir € | 0 folgt. O
Damit kénnen wir nun zeigen

2.10 LEMMA. Ist f € C2(R), so gilt fiir die Halbgruppe u(t, z) := (Ux(t)f)t>0 der Lésung der stochas-
tischen Differentialgleichung (1.4):
liEItl u(t,z) = 0.

r— o0

Nach Satz 2.6 existiert die erste und zweite partielle Ableitung von wu(t,x) nach x und ist stetig. Daher
ilt fiir j € {1,2}: A

g je{1,2} dult,a)

rz—+o0 oxJ B
Insbesondere folgt daraus, dass auch die erste und zweite partielle Ableitung von u(t, x) nach x beschréinkt
ist.
Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit |f| < M und eine kompakte Menge K C R mit
fle\g = 0 sowie ein n € N mit K C [-n,n]. Zerlegt man f in Positiv- und Negativteil, so gilt mit
Lemma 2.9:

0 <limsup E.[fT(Xy(¢))] < Mlimsup P, (X (t) € K) < Mlimsup P, (Xy(t) <n) =0

xr—00 xr—00 xr— 00

Analog beweist man die Fille fiir f fiir x — —oo und f~ fiir x — +o0.
Da nach Satz 2.6 u(t, z) fiir alle z € R stetig partiell nach x differenzierbar ist, lisst sich der Mittel-
wertsatz anwenden: Sei z € R beliebig, dann existiert ein £ € (z — 4,2 + 1), so dass gilt:

du(t,§)
¢ =u(t,z+ 3) —u(t,z — 3).
Da aber fiir x — 400 die rechte Seite verschwindet, gilt insbesondere
i 2ut2)

r—+oo a;L'

Da é%u(t, z) auf ganz R stetig ist, muss es somit beschrénkt sein. Analog folgert man dies auch fiir die
zweite partielle Ableitung. O

Mit Lemma 2.10 folgt somit, dass %(Uk(t)f)(x) und 38—;(Uk(t)f)(x) beschrinkt sind. Weiterhin wissen
wir, dass der Drift- bzw. Diffusionskoeffizient héchstens linear in x wichst. Da wir aber gefordert hatten,
dass das erste und zweite Moment des Wahrscheinlichkeitsmafles v\ existiert, ist nach Gleichung (2.2)
%Uk (t)f integrierbar, und wir erhalten aus Gleichung (2.4) unter Verwendung von (2.2) nach Vertauschen
von Integration und Differentiation

(2.8) /]R (ck (0 — x)ia((]k (;:)Ef)(x) + gx(2) O (Ult) /) () (Ug(;lf)(m)> v(z) Mdx) = 0.

Durch ein- bzw. zweimalige partielle Integration erhélt man aus dieser Gleichung;:

[ (45 a1 - 4L (00— 22(0) ) (Gu(0)7)(0) M) =0
Dabei wurde verwendet, dass die Terme
o 0@ (2) S (ULD)(a).
o AaEn @)U (E) und
o k8= @)U D)(2)
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fiir + — +oo verschwinden, was sofort aus der Existenz des ersten und zweiten Moments von v\, g €
& N C?(R) und Lemma 2.10 folgt.

Damit das Integral fiir alle Funktionen Uy (t)f fiir f € C?(R) und ¢ > 0 Null wird, muss der erste
Faktor des Integranden A-f.s. Null sein, da Ui (0)f = f. Da aber g € C%(R) gilt, ist der erste Faktor
sogar stetig. Somit wissen wir, dass v die Differentialgleichung

(2.9) 4 (gr(2)7(x)) — L(cr(8 — 2)y(x)) =0

l6sen muss.

Eigentlich ist die Umkehrung der obigen Schlussweise von Interesse: Folgt aus der Eigenschaft einer Dichte
~ eines Wahrscheinlichkeitsmafles bzgl. des Lebesgue-Mafles Gleichung (2.9) zu 16sen schon, dass v\ ein
invariantes Maf} des Prozesses ist und Gleichung (2.4) erfiillt?

Man gelangt mit den gleichen Argumenten wie oben von (2.9) zuriick nach (2.8). Wendet man Kolmo-
gorov’s Backward-Equation (Satz 2.6) auf (2.8) an, so ldsst sich wie oben Differentiation und Integration
vertauschen und wir erhalten fiir f € C?(R):

0
g/RUk(t)f-yd)\zo.

Da t — Xy(t) fiir alle k € Z4 stetig und f stetig und beschrinkt ist, folgt mit dem Stetigkeits-Lemma
fiir Parameter-abhéingige Integrale, dass auch t — [, Ux(t)f - v dX stetig und nach obiger Gleichung
konstant ist. Fiir t = 0 wissen wir aber, dass Ui (0)f = f. Daraus folgt Gleichung (2.4) fiir f € Cp(R) mit
Lemma 2.8.

Finden wir eine Losung von (2.9), fiir die vad)\ = 1 gilt, so haben wir also die gewiinschte Dichte
der Gleichgewichtsverteilung gefunden.

Nach Integration von (2.9) nach x erhilt man

(g (x)y(x)) — cr(0 — x)y(z) = C4,

mit C7 € R.
Fiir die homogene Differentialgleichung (2.9) mit C; = 0 ergibt sich als Loésung

e =5 e

mit Co € R, wie man leicht durch Einsetzen nachpriift. Da Cs € R beliebig gewihlt werden kann, wihlen
wir 0 als untere Integrationsgrenze des Integrals im Exponenten, was den Beweis von Lemma 1.3 weniger
aufwendig machen wird.

Offensichtlich erfiillt y¢o, mit einer beliebigen Konstanten Cy € R Gleichung (2.9). Wir miissen also
nur noch zeigen, dass Cy > 0 immer so gewéhlt werden kann, dass v, die Dichte eines Wahrscheinlich-
keitsmafles ist:

(1) e, ist fiir alle x € R wohldefiniert und mit Co > 0 auch positiv, denn nach Eigenschaft (iii) der
Funktionenklasse &, (Positivitéit von gi) gibt es ein € > 0, so dass gi(§) > € fiir alle € € [0, z] bzw.
€ € [z, 0], und somit ist das Integral im Exponenten endlich. Fiir Co > 0 gilt somit 0 < v¢, () < 00
fiir alle x € R.

(ii) vy () ist als Verkniipfung Borel-messbarer Funktionen auch wieder Borel-messbar und es gilt fiir
beliebige B € B : [ vc, dA > 0.

(iii) Dass [, vc, dA fiir alle g, € &, endlich ist, folgt aus den folgenden Lemmata.

Im Folgenden setzen wir wieder 75’9 := 71, um den Einfluss der Funktion g und der Konstanten ¢ und
0 auf das Verhalten der Dichte v deutlich zu machen. Ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Nachweis der
Endlichkeit des Integrals ist das folgende Lemma:

2.11 LEMmMA. Seien ¢ > 0 und 6 € R Konstanten und g1, g2 € & mit g1 < go, dann gilt:

/R 25 (1) M(dz) > / 7592 (2) A(d),
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mit dem sich der Wert des Integrals nach oben abschéitzen ldsst (zum Beweis siehe Lemma 3.2). Damit
konnen wir auch schon fiir eine erste Teilmenge von & die Endlichkeit beweisen:

2.12 LEMMA. Seien ¢ > 0 und € € R Konstanten und g € & mit

liminf g(z) > 0,

r—to0

dann ist [, vy (x) Mdz) < oo

Bewets. Nach Voraussetzung an g gibt es ein o > 0, so dass fiir alle x € R gilt: g(z) > o2. Nun ist aber
blb auf einen konstanten Faktor “Ya 0'2 die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert § und Varianz
0?, d.h. es gilt insbesondere [, 75" A(dx) < oo und damit folgt mit Lemma 2.11 die Behauptung. O

Wir miissen uns jetzt nur noch iiberlegen, ob das Integral auch fiir Funktionen endlich bleibt, die nicht
von 0 wegbeschriankt bleiben. Funktionen diesen Typs sind allerdings fiir unsere Betrachtungen nicht
von so groflem Interesse, da diese wohl nicht gleichméfig gegen einen Fixpunkt der Abbildung g — F.g
konvergieren werden (die Eigenschaft ¢ — 0 bleibt unter der Abbildung erhalten) und sich somit die
Aussagen der Theoreme 1.8, 1.9 und 1.13 wohl nicht auf diese Funktionenklasse ausweiten lassen. Der
Vollstandigkeit halber seien sie hier aber trotzdem betrachtet.

Die Endlichkeit des Integrals konnen wir bisher allerdings nur fiir Funktionen ¢ zeigen, die nicht von
0 wegbeschrénkt bleiben aber nicht zu schnell gegen 0 konvergieren, d.h. die

(2.10) Voo >0 Je>0 Vae (—zo,z0) : glx) > ce |

erfiillen. Diese Eigenschaft geht im folgenden Beweis entscheidend an der Stelle ein, an der wir benétigen,
dass g(z — 1)?/g(x) fiir £ — oo beschrinkt bleibt.

2.13 LEMMA. Seien ¢ > 0 und 6 € R Konstanten und g € & mit

liminf g(x) =0 oder liminfg(x)=0

Tr——00 r—+00

und g erfiille (2.10), dann ist [, 75 (x) A(dz) < oo
Beweis. Die Funktion g lisst sich nach unten durch eine Funktion g abschéitzen, die definiert ist durch

g(x) == min{g(y) | y € [-no(x) +0,n0(x) + 0]} mit
ng(x) := min{n € N|z € [-n + 6,n + 6]}.

Die Funktion g hat nach der Konstruktion die Eigenschaften:
(i) 0<g<yg
(i) Vo € R : §(z) < g(0)
(iii) g ist stiickweise konstant und somit messbar
(iv) g(x) — 0 fiir £ — oo und erfiillt (2.10)
(v) g ist monoton steigend auf (—oo, f] und monoton fallend auf [f, oo)
Nach Lemma 2.11 geniigt es zu zeigen, dass sich der Integrand 5¢ durch eine integrierbare Funktion
nach oben beschrénken lasst.
Sei xz > 0+1, dann ist das Integral im Exponenten positiv, und wir kénnen ihn durch einen Summanden
seiner Reihenentwicklung nach unten abschétzen:
so) LR S
—0 2 = T i 2
exp{e ;' 5 df} ey 5 de)”  3le )iy b d)

mit dem MWS der Integralrechnung fiir ein y € (x — 1, 2) und der Monotonie von ¢ gilt

Da j(z) — 0 fiir # — oo, ist der Quotient §(z — 1)2/g(x) beschriinkt und somit v5? auf [ + 1,00)
integrierbar. )

Analog folgert man auch die Integrierbarkeit von ¢ auf (—oo,6 — 1], und die Integrierbarkeit auf
[0 — 1,6 + 1] ist offensichtlich. Daraus folgt die Behauptung. O
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Die Dichte der Gleichgewichtsverteilung bzgl. des Lebesgue-Mafes ist somit wie behauptet:

Clr 9k 1 n -
Yg" T (2) = W'g’“(x) 1exp{ck/9 gk—(;;dg}

mit Normierungskonstante

Zgh9h = /ng(x)_lexp{ck /; zk_(§§ d§} A(dz).

2.2.3 Beweis der Eindeutigkeit

Wir wollen in diesem Abschnitt mit Hilfe eines Kopplungsargumentes zeigen, dass die Gleichgewichts-
verteilung ' := T'yY eindeutig bestimmt ist. Da keine Gefahr der Verwechslung der einzelnen Prozesse
besteht, lassen wir der Einfachheit halber in diesem Abschnitt den Index k weg.

Seien also (X (t))¢>0 und (X(t));>o die eindeutig bestimmten, starken Losungen der stochastischen
Differentialgleichung (1.4) mit Startmafien £[X (0)] =T bzw. L[X (0)] = T" und gemeinsamer Brownscher-

Bewegung B(t). I und T seien dabei die beiden verschiedenen Gleichgewichtsmafie der stochastischen
Differentialgleichung, d.h. es gilt insbesondere

0 < E[|X(0) — X(0)[] < oo,

wenn wir wie im letzten Abschnitt voraussetzen, dass das erste und zweite Moment der Gleichgewichts-
mafe existiert.
FEine Kopplung heifit erfolgreich, wenn fir alle € > 0 gilt

(2.11) P(|IX(t) - X ()] > ¢) =% 0,

d.h. die Masse des gekoppelten Prozesses konzentriert sich auf der ,Diagonalen®. Daraus folgt dann
insbesondere, dass das Gleichgewichtsmafl eindeutig bestimmt ist.
Anstatt (2.11) zu zeigen, beweisen wir die stérkere Forderung

E[IX () - X(1)]] = 0.

Durch eine geeignete Nitherung der Funktion |-| durch Funktionen in C?(R) kénnen wir die It6-Formel auf
E[| X (t) — X (t)|] anwenden und man erhilt als Losung einer daraus entstehenden Differentialungleichung

E[|X(1) - X(1)]] < B[X(0) - X(0)]] -e,

woraus die Behauptung folgt. B

Zeigen wir also obige Ungleichung. Um die It6-Formel auf E[\X (t)— X (t)\] anwenden zu konnen,
miissen wir wie gesagt die Betragsfunktion | - | durch eine Funktion f. € C%(R) mit € > 0 annithern (vgl.
Abbildung (2.1)):

ﬂ@%:{fi_ fir [z] > e

4, 3.2 3 .
ot + a4 ge fir |z <e

Fiir die Ableitungen von f. ergibt sich:

-1 fir z < —e¢
flx) = =523+ 2o fir [z] <e
1 fir x > ¢

0 fiir |z| > €
ﬂ%0={_i !

—2za+ 2 fir 7] <e
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—2e —€ 0 € 2

Abbildung 2.1: Die Funktion f. als Anniherung der Betragsfunktion.

Es ist damit klar, dass fe € C*(R). Da f|_ > 0, hat f. sein einziges Minimum bei (0| 2¢), und es
gilt somit fiir alle e > 0, dass f. > 0. Weiterhin folgt mit majorisierter Konvergenz fiir alle t > 0

(2.12) lim B[£.(X () - ()] = B[X () - X O],

da fiir e < 1 und alle = € R gilt:

1 fiir o < 1
Wendet man die Ito-Formel auf f,(X (t) — X (t)) an, so erhilt man:
dfe(X(t) = X (1)) = = fUX () - )?(t))(X(t) — X(1)) di+
(1) (V2 X)) - V20X (1) )2 di+
+ X @) - X(0) (V29X () - V20X () ) dB(t

und der durch f. approximierte Erwartungswert erfiillt die Differentialgleichung

dE[f(X(t) - X(1))] =

_|_
N[=
bl

- X(t))(X(t) - X(t ))] dt+

Bf
+%E[f (X (\/29 —/2g ) }dt

Wie in Abschnitt 2.1 seien S, bzw. S, die Stoppzeiten, zu denen X bzw. X zum ersten Mal das
Intervall [—n,n] verlassen. Dann gilt fiir 0 < ¢ < S, A Sy
(i) Nach Eigenschaft (iii) der Funktionenklasse & (Positivitit) gibt es ein m,, > 0, so dass m,, < g(z)
fiir alle z € [—n, n] gilt. Weiterhin ist g nach Eigenschaft (i) nach oben beschriinkt durch C1n? + Co
fiir geeignete Konstanten Cy € [0,1) und Cy > 0. Damit liegt der Wertebereich von g(X(t)) bzw.
g(X(t)) fiir 0 <t < 8, AS, in (my, Cin® + Co] und die Wurzelfunktion ist auf diesem Bereich
Lipschitz-stetig.
(i) Nach Eigenschaft (ii) der Funktionenklasse & ist g lokal Lipschitz-stetig und fiir 0 <t < S, A S,
sogar global Lipschitz-stetig, da X (t) bzw. X (t) in [—n,n] liegen.

(2.13)
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Fasst man obige Uberlegungen zusammen, so gilt:

(214)  VYneN L, >0 YO<t< S, AS, : ‘\/Qg(X(t)) - \/29(5((15))‘ < Lo X () - X(t)]-

Da f! > 0, kann man Ungleichung (2.14) in (2.13) einsetzen, und man erhilt eine Differenti-
alungleichung fiir den Erwartungswert:

dE[f(X(t) = X(1)] < - E[fUX () = X(0)(X (1) - X(1))] di+

(2.15) ) = -
+ 3L E[fI(X (1) = X ()(X(8) — X (1)?] dt,

wobei fiir |X (t) — X (¢)] > e sogar Gleichheit gilt.
Durch eine @hnliche Uberlegung, wie wir sie schon bei Gleichung (2.12) fiir f. angestellt haben, gilt
mit majorisierter Konvergenz fiir 0 <t < S,, A Sy:

, , - <o JE[X@®) -X®)] i |X() - X(t)] >0
lgng[fe(X(t) X)X () - X(@)] = {0 fitr [X () — X(8)] = 0

lim B[/ (X(6) - X)X () - X(0)*] 0.

Geht man bei der Differentialungleichung (2.15) zum Grenzwert € | 0 iiber, geniigt somit der Erwar-
tungswert E[|X (t) — X (¢)|] fiir 0 < ¢ < S, A S, der Differentialungleichung

IE[|X (1) ~ X (0[] < ~E[|X () ~ X ()] dr.

die als Losung B _
E[lX(t) - X(1)]] < B[IX(0) - X(0)[] - e

hat. Wie wir uns schon in Abschnitt 2.1 iiberlegt haben, gilt aber S,, —¢s. 00 sowie §n —¢g. 00 flur
n — oo und wir kénnen den Limes des Erwartungswertes fiir ¢ — oo betrachten, fiir den gilt

Jlim E[|X(¢) - X(t)|] = 0.

2.2.4 Momente der Gleichgewichtsverteilung

Fiir die Berechnung des ersten und zweiten Moments der Markov-Kette ist die Kenntniss des ersten und
zweiten Moments der Gleichgewichtsverteilung I'y*'?* unabdingbar, die wir im folgenden Lemma mit Hilfe
der It6-Formel berechnen wollen:

2.14 LEMMA. (Erstes und zweites Moment der Gleichgewichtsverteilung)
Sei T'gh9* die Gleichgewichtsverteilung der stochastischen Differentialgleichung (1.4) wie in Abschnitt 2.2.2
berechnet, dann gilt:
/mfg’“’gk (dz) = 6 und
R

1
/ L T (dx) = 0° + —(F, gx)(0).
R Ck

Beweis. Aus Korollar 2.7, der Eigenschaft invarianter Mafe und der It6-Formel folgt die Gleichung (¢ > 0
ist dabei beliebig):

/ergk’gk (dz) = BT (X (0)] = BY " (X (1) =

t

=E"" X4 (0)] + / e (0 — EY" 7 [X5,(0)]) ds
0
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und damit .
cr (0 — BT X (0)]) = 0.

Da ¢, > 0, folgt daraus die Behauptung fiir das erste Moment.
Aus einer dhnlichen Uberlegung bei Verwendung des ersten Moments erhilt man als Gleichung fiir
das zweite Moment unter der Voraussetzung ¢ > 0 und (F¢, gi)(0) < oo (vgl. Lemma 1.3(i)):

/ 5% (dr) = BN [X2(0)] = BN (X2 (1)] =

It6

LR X 2(0)] +/0 2ck (HEFZk’gk (X (s)] — ENo" (X7 (s)]) ds+
' Lk ok s s =
+ 2/0 B g (Xa(s))] d
=B RO + 20 [ (0 - B O]+ B (6 (0)]) s

und damit 1
¢~ BT IXEO]+ B [ (X)) =0,
k

Mit der Definition des Operators F,. (vgl. Definition 1.2) folgt daraus die Behauptung fiir das zweite
Moment. O



Kapitel 3

Eigenschaften der Markov-Kette

In diesem Kapitel wollen wir die Ergebnisse beweisen, die in der Einleitung zusammengefasst wurden.
Wir halten uns dabei an die Reihenfolge in der Einleitung, und die Uberschriften der Sitze und Theoreme
stimmen mit denen der Beweise iiberein.

3.1 Wohldefiniertheit

Wir wollen hier nur die Punkte (i) und (ii) des Lemmas 1.3 beweisen, da wir sie auch tatséichlich fiir die
Wohldefiniertheit der Markov-Kette benotigen. Teil (iii) des Lemmas 1.3 macht nur die stark glédttende
Eigneschaft des Operators F,. deutlich, die wir nicht weiter verwenden werden.

Die folgenden Beweise wurden hauptséchlich aus [BCGH2, Kapitel 1] adaptiert. Der Einfachheit und
der besseren Ubersicht halber wollen wir im Folgenden den Index k der Diffusionsprozesse und der zu-
gehorigen Funktionen und Konstanten weglassen. Wie schon in Kapitel 2 wollen wir mit ~,? die Dichte
des Gleichgewichtsmafles bzgl. des Lebesgue-Mafles A bezeichnen — diesmal jedoch ohne Normierungs-
konstante ZyY. Wie immer ist dabei ¢ > 0, § € R und g € &. Die Funktion F.g schreibt sich dann
als

(3.1) (F.g)(0) = fng(zgz)g‘(’xgqj\)( gx)
R

Da v, (x) = c_lvé’cilg(x) und damit (F.g)(0) = c(Fi(c~1g))(#) wollen wir im Weiteren 0.B.d.A. ¢ =1
setzen und vereinfachen dementsprechend die Schreibweise:
Fg:= Fig

A
d

g._ Lg
Yo = T

Um die Wohldefiniertheit von F'g zeigen zu kénnen, geniigt es zu zeigen, dass sowohl Zihler als auch
Nenner von (Fg)(#) fiir g € & fiir alle § € R endlich bleiben, da nach Voraussetzung die Integranden des
Zghlers und des Nenners messbar und positiv sind. Daher benotigen wir zunéichst einige Eigenschaften
des Zghlers und des Nenners in (3.1):

3.1 LEMMA. Sei 0 € R und g € &, dann gilt:
3 (9(2) (2)) = (0 — 2)7,
9(0)75(0) =1,

d.h. die Funktion x — g(x)vg () ist streng monoton wachsend auf (—oco, ), streng monoton fallend auf
(0, 00) und hat als einzigen Extrempunkt ein Maximum in (6]1).

Beweis. Es gilt:

B latand@) = ol [ Stach =T en{ [Nt} = 0 -ang

28
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woraus die Behauptung folgt. [l

Ein weiterer wichtiger Schritt ist der Nachweis der Monotonie des Zéhlers und des Nenners fiir ver-
schiedene g1,g92 € 6. Man beachte dabei, dass sich ein gerade entgegengesetztes Monotonieverhalten
ergibt:

3.2 LEMMA. Sei 6 € R und g1, g2 € & mit g1 < g2, dann gilt:

1) g17vg" < 9278 (Isotonie des Zéhlers)

(ii) /Rq/gl (z) X(dz) > /Rng (z) A(dz) (Antitonie des Nenners)

Beweis. Wir zeigen die Gleichungen (i) und (ii) getrennt, wobei wir beim Beweis von (ii) schon (i)
verwenden:

(i) Aus g1 < g2 und der Positivitéit der g; folgt

1 1
<

g1 g2
und daher aus der Isotonie der Exponentialfunktion die Behauptung.

(ii) Zum Beweis teilen wir das Integral iiber R auf in ein Integral iiber (—o0,8) und ein Integral iiber
(0, 00) (A hat keine Punktmassen!). Mit Lemma 3.1 und partieller Integration gilt dann fiir beliebige

b>0:
b b 0 g1 -1
/ 9 (z) de = lim 5z (1@ (@) ~ 1) drx =
0 €l0 Jote 00—z
= hm[g;(m)’ygl (z) — 1—} ' — lim /b 971731 (z) 1 dx =
el0 00—z 6+e €l0 Jor o (0 —x)?
_1—g1(b)7g" (b) /b 1—g1(x)75" (=)
= - + , (@ —0)? dr < oo
und analog
b b
1 — g2 (b)74* (b) / 1 — ga(2)7" (%)
g2 _
/979 (x)de = - + ; (@ —0) dx < oo.

Dabei wurde verwendet, dass fiir die betrachteten Grenzwerte mit Lemma 3.1 gilt (i = 1,2):

GO+ O+I=1 G0 () — g0+ (0 +0)

lim =
€l —€ €l0 €
= Z(gl@ng @) ] =0
und mit I'Hopital
. 1= gi(x)vgi (m) 1q: (m - 9)7&5“ (m) 1_9gi 1
lim — 2~~~ 0 7 — 1y 2 ¥ 1.9g) = <
gz Ty 2w () =gy <

Wiederholt man die gleichen Uberlegungen fiir das Integral iiber (a,#) fiir beleibige a < 6 und
wendet man (i) auf die Gleichungen an, so erhélt man fiir a < 6 < b:

b b
[ @i [ g i
Mit monotoner Konvergenz folgt dann die Behauptung fiir Integrale iiber R. [l

Nun konnen wir die Wohldefiniertheit des Operators F' auf der Funktionenklasse & zeigen (Lem-
ma 1.3(i)):
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3. 3 Sarz. (Wohldeﬁniertheit des Operators F)

(1) G1bt es eine Konbtante b >0, so dass g(z) > x? —|— b, dann 15t (Fg)(@) oo fiir alle 6 cR.
(ii) Ist andererseits g(x) < ax? +b mit 0 < a < 1 und b > 0, dann ist (Fg)(0) < oo fiir alle § € R.

Beweis. Berechnen wir zunéichst den Zéhler Z, ,(#) und den Nenner N, ,(0) von (Fg)() fiir g(z) = ax®+b
mit ¢ > 0 und b > 0:

Cup(0) = (ab? +b) % exp{— \ﬁ arctan 4% } < 00 (0 eR)

Za,bw):/Rexp{f A ) =

= Cup(0) /R(ax2 +b) 2 exp{% arctan j—‘i} A(dx)

Moal0) = [ oo [ g e aa) -

= Cup(0) /R(agg? + b)_%_lexp{m arctan %} A(dz).

Schiitzt man die Exponentialfunktion in den beiden Integranden entsprechend ab:
0<m(f):= exp{ } < exp{ = arctan = 9z } < exp{ } = < 00,
dann gilt

=00 fira>1
<oo fir0<a<l1

1
/(cw;2 +b) /\(dm){
R
1
/(ax2 +b)"2a ! \(dx) < o0 fir a > 0
R

Mit Lemma 3.2 folgt dann die Behauptung, da der Nenner immer endlich ist, der Zahler aber je nachdem,
ob Fall (i) oder (ii) eintritt divergiert oder auch endlich ist. Der Fall a = 0 folgt aus der Eigenschaft, dass
konstante Funktionen Fixpunkte des Operators F' sind. O

Mit dem folgenden Satz ist auch die Rekursion der gi, fiir go € &, mit den zugehorigen Diffusionspro-
zessen und deren Gleichgewichtsverteilungen wohldefiniert (Lemma 1.3(ii)):

3.4 Satz. (Wohldefiniertheit der Rekursion)
Sei g € &, dann ist auch Fg € &,.

Beweis. Den Beweis teilen wir wie die Definition der Funktionenklasse &, in die Teile (i’), (ii) und (iii)
auf:

(i") (Fg)(8) = o(6?) fiir 6 — Foo:
Bei diesem Beweis wollen wir vorgehen wie bei den Beweisen in [BCGH2] zu Lemma 1 und 2: Dazu

miissen wir zuniichst die Funktion g geeignet abschétzen (vgl. Abbildung (3.1)). Da g € & gibt es
ein a € [0,1) und ein b > 0, so dass gilt:

2 .
(3.2) g(x)<a$2+b<{ax2+2\/c%x+b=(\/5x+\/5) furx>0}::g(x)€®

am2—2\/%x—|—b:(\/ax—\/5)2 fiir x < 0

Nach Voraussetzung ist g(z) = o(z?) fiir x — 400, d.h. wir kénnen fiir jedes € > 0 ein N, finden, so
dass g(z) < (/ex® 4+ v/b)? fiir alle z > N, und g(z) < (vex? — V/b)? fiir alle z < —N.. Wir wollen
nun zeigen, dass auch (Fg)(0) = o(6?) fiir § — oo (analog zeigt man dies auch fiir § — —o0). Sei
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-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 3.1: Die Abschiitzung der Funktion 2 + 1 durch (z + 1)? fiir z > 0 bzw. (z — 1)? fiir 2 < 0
(vgl. Ungleichung (3.2)).

also # > 0, dann koénnen wir den Zahler von F'g nach Lemma 3.2(i) abschétzen durch

Z(0) </Rexp{—/;%df} AMdz) <
(a) —Ne 0 £—0 x £—0
e R O A L e L
- s e_g
o, el /<f§+f>2 che =
:2N€+e—%/ (xfﬂf)eexp{ 1yeh— b EAp

(3.3 ves— /b R
N R 1€l + b
+e” /(\/_3:4-\/_) { e\/_x—k\/_}
(2)2N6+e%6%%<\@9+m<exp{ (wiﬁgf 29%”“)
1 _Eo+Vh

0

Analog gilt fiir den Nenner von F'g nach Lemma 3.2(ii)

N©) > [ i en{- | $ e o) >
(g/ (\/—x+\/_) exp{ /T( Sl }dx:

Vg + V)
(3:4) - / (Veb +Vb)e { 1\/9+\f}
- (Vew +vb): =2 € Ver + b
1 _VE0+Vh

(®) ¢ VeNet Vb
> 67%6%7%(\/E9+\/5)71/ VAR 202,
0

Dabei wurde verwendet:
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(iii)

(a) Der Integrand ldsst sich im Intervall [— N, N| durch 1 nach oben und im Intervall
(—00, N¢| durch 0 nach unten abschétzen.

1 /e0+Vb

€ \/EI:I:\/E

grals iiber das negative Intervall von Z(6) durch

Veo—/b VeO+vh 1 2V
exo{ V2= } < en{ - SE5% - 1A )

(b)  Substitution von « durch z := und Abschitzung des Integranden des Inte-

Betrachtet man nun die in (3.3-3.4) erhaltenen Resultate fiir festes ¢ und § — oo, dann gilt:

. 2 Z(0) 6%6%_%1—‘(1— ) el €
lim sup 62 =
o BT UN@) T efeik

Léasst man nun € | 0 gehen, dann folgt die Behauptung.

Fg ist lokal Lipschitz-stetig:
Um das zu zeigen, wollen wir beweisen, dass (Fg)(f) auf beliebigen Kompakta [—n,n] fir n € N
stetig nach 0 differenzierbar ist. Dazu berechnen wir zunichst die partielle Ableitung der Dichte

7§ (x) nach 6: 9 Te_yg
2 _ C 9 ex {_/6 mdg}:

(3.5) zvg(x)~%(/:%d§—0/:%):
g ©dg
:79(90)'/0 @

Da g(z) > 0 fiir alle x € R ist diese wohldefiniert und offensichtlich stetig in 6.
Da g € &, existieren Konstanten a € (0,1) und b > 0, so dass fiir alle z € R gilt: g(x) < az?+b. Wie
im Beweis zum Satz 3.3 folgern wir daraus mit M (6) := exp{Z £} < oo fiir beliebige § € [-n,n],

dass mit 0 < g(z)vd(x) < (az®+ b)~ 27 M(n)
0 < 7d(x) < (az®+b)'~2a M(n)

sowohl Zihler als auch Nenner der Funktion Fg integrierbare, von 6 € [—n,n] unabhéingige Majo-
ranten besitzen. Weiterhin gilt aufgrund der Positivitat der Funktion g:

rod¢ odg
‘/0 @‘g/_n@::Mg<oo.

Damit besitzen auch die partiellen Ableitungen des Zihlers und des Nenners nach 6 eine integrier-
bare, von ¢ unabhingige Majorante, und es ergibt sich mit majorisierter Konvergenz aus (3.5) als
Ableitung von Fg nach 6 fiir 6 € [—n,n):

0 Jp9@)i@) Ada)
o6 f]R ’yg(x) A(dx)
 Ju @) Z (@) M) - fy v @) Ader) — Ji 9(@)75 () A(d) - fy Zp (@) A(d)
(fie78(x) A(d))®

die nach (3.5) und der Positivitéit der Funktion g stetig ist.
Damit ist also Fg auf jedem Kompaktum [—n,n] fiir beliebiges n € N stetig differenzierbar und
somit Lipschitz-stetig. Daraus folgt aber insbesondere die lokale Lipschitz-Stetigkeit.

59 (Fg)(0)

Fg ist positiv:
Dies folgt direkt aus der Definition von F'¢g: Da die Integranden strikt positiv sind, ist sowohl der
Zihler [, g(x)vg(x) A(dz) als auch der Nenner [, 7§ (x) A(dx) fiir beliebige § € R strikt positiv.

Damit ist die Behautpung gezeigt. [l

Fiihrt man den Beweis der Lipschitz-Stetigkeit der Funktion F'g mit hoheren Ableitungen fort (Punkt
(ii) im obigen Beweis), so lédsst sich dadurch Lemma 1.3(iii) zeigen, was wir aber im Weiteren nicht
benétigen und daher nicht beweisen wollen.
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3.2 Grundlegende Eigenschaften der Markov-Kette

Wie schon in der Einleitung erwihnt, spielen die folgenden Eigenschaften der Markov-Kette eine wichtige
Rolle fiir die weiteren Beweise.

3.2.1 Das erste und zweite Moment

Mit den in Abschnitt 2.2.4 berechneten ersten und zweiten Momenten der Gleichgewichtsverteilungen
("% ez, , durch die ja die Ubergangskerne (K_k—1)rez, der Markov-Kette definiert sind, ist die
Berechnung des ersten und zweiten Moments von M? , fiir j € Z; und 0 < k < j + 1 ein Leichtes. Es
geniigt dabei unabhingig von j und k& nur die Induktion tiber die Anzahl der Glieder der Markov-Kette
zu betrachten:

Mj_k] = /R. . ./ka F;j,gj (dxj)rij:j—ugj—l(dxj_l) F;iff (dxk)

= [ [ 0T ey ey ey ) T )
R R

Das erste Moment

Den Beweis fithren wir mit vollstdndiger Induktion {iber die Anzahl der Glieder. Fiir j € Z4 und k = j+1
gilt nach der Definition der Markov-Kette:

EM,

] =0.

Fiir j € Z4 und k+— k — 1 (ein Glied mehr) gilt:
—k+1 / /xk 11’\ 1797 dxj) F;’;gf(diﬂk)l—wk 1,9k — 1(dxk 1)

:/"'/-Tk F;j’gj(dl‘j F;’Z’ff(d-ﬁk)
R R

Das zweite Moment

Den Beweis fithren wir auch hier mit vollsténdiger Induktion iiber die Anzahl der Glieder. Fiir j € Z
und k£ = —j — 1 gilt nach der Definition der Markov-Kette:

E[(M’

)= 6.
Fiir j € Zy und k — k — 1 (ein Glied mehr) gilt:

E[(M?, ) / /xk VTG (day) - - T 9% (day, )Tk 9% (dag 1) =

1 Cj,9;5 Cks
=[] (o o g o)) T ) T ) =

11
—+

M-

2924‘ (Fjgo)(ﬁ) ((FCj O"'OFCk—l)gkfl)(a) =

& Cr—1

l

I
>

wegen der rekursiven Definition der g (1.5)

1

=07+ (Flgo)(0) _—

M-

=+ (Figo)(0)

I
>

M)~

=07+ (Flgo)(0)

1
o
. 1

Il
e

-1



KAPITEL 3. EIGENSCHAFTEN DER MARKOV-KETTE 34

3.2.2 Martingaleigenschaft der Markov-Kette

Dass die Markov-Kette quadratintegrabel ist, haben wir schon bei der Berechnung des zweiten Moments
gesehen. Wir miissen also nur noch fiir 1 < k < j 4 1 zeigen, dass gilt

E[MikJrl |Mij71’ - "Mik] = Mik?
was aber sofort daraus folgt, dass (Mﬂ e k=j+1,...,0 eine Markov-Kette ist und ihr Ubergangskern fiir
k € Z, die Eigenschaft [, v K_.(y,dz) = y besitzt.

3.3 Verhalten der Markov-Kette fiir 3 — oo

Das Grenzverhalten des Systems unterscheidet sich wesentlich in Abhéngigkeit der Konvergenz bzw.
Divergenz der Summe der inversen Wechselwirkungsterme. Dementsprechend wurde auch der Beweis
des Theorems 1.8 in zwei Abschnitte aufgeteilt: Im folgenden Abschnitt wird der Fall der konvergenten
Summe behandelt und ein extremales Entrance Law fiir die Markov-Kette konstruiert; die Divergenz der
Markov-Kette fiir divergente Summen zeigen wir im anschlieBenden Abschnitt.

3.3.1 Entrance Law

Der Beweis ist groitenteils aus [DG3, Abschnitt B.4(a)] adaptiert.
Seien fiir i > j > n zwei Markov-Ketten (M?,);—x, o und (M?})i=r,....0o gegeben, die durch (1.1-1.2)
und (1.5) definiert sind. Die beiden Markov-Ketten unterscheiden sich dabei nur in ihrer Startverteilung:

'C[Mik] =0gK_;10---0K_ 1 und
LIM? ) =6gK_j 100K _j 1.

(i) Die Startverteilung konvergiert im Grenzfall i, j — co und k — oo in L? gegen die Punktmasse in 6:
Da wir vorausgesetzt haben, dass ¢ = go = 02, folgt auch Fig = Fig = o2, und somit gilt fiir die
Varianz der Startverteilungen, da die Summe der inversen Wechselwirkungsterme konvergiert,

o0

. i 2. S
(3.6) klingo flzlg Var[M!,] =0 klirgo; p” 0.

Daraus folgt aber insbesondere, dass fiir i = i(k) > k und k — oo die Startverteilung in L? gegen
die Punktmasse in 6 konvergiert:

(3.6)

lim E[(MP) —6)%] = lim Var[M'P] "= 0.

k—o0 k—o00

Analoges folgern wir fiir j.

Bevor wir weitere Uberlegungen anstellen, wollen wir die Verteilung der Differenz der Startverteilungen
genauer betrachten (i > j):

Die Markov-Ketten (M” )=, . o und (M?,)1=k,...0 sind insbesondere Prozesse mit unabhingigen
Zuwichsen, deren zeitliche Entwicklung aber fiir die Zeitpunkte —k, ..., 0 voneinander abhiingig ist. Fiir
k= j+1Klar, dass L[M?;_; — M?, || = LIM";_; — §]. Weiterhin wird fiir k < j + 1 die Differenz
der beiden Prozesse zum Zeitpunkt —j — 1 durch die gemeinsamen Ubergangskerne K_;_1,..., K_;
transportiert, ohne dass die Startverteilung L£[M* o1~ 6] eine Rolle spielt. Man kann also die Differenz
der Startverteilungen der beiden Markov-Ketten zerlegen in
(3.7) LMY, — M ] = LIME; | —0]o LM, | Mj_j_1 =M, ,—0]

(ii) Fir k € Zy konvergiert die Startverteilung [,[Mik] in L? gegen das Entrance Law a_j zum Zeit-

punkt k:

Die Differenz der Startverteilungen konvergieren fiir i = i(j) > j und j — oo in L? gegen das 0-Ma8

fiir beliebige Zeitpunkte k € N, was direkt aus (3.7) folgt, da mit (3.6) Mi(jll —0 — 2 0 fiir j — oo

gilt. Die Startverteilungen fiir den Zeitpunkt —k in Abh#ngigkeit von j sind somit eine Cauchy-Folge

in L? und konvergieren daher in L? gegen eine Verteilung a_j (vgl. [Baul, Satz 15.7]).

Diese Startverteilungen sind die gesuchten Verteilungen des Entrance Laws «aj. Wir miissen nur

noch zeigen, dass die Ubergangskerne durch den Grenziibergang unveréndert bleiben.
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(iii) Die Ubergangskerne (K _j)pen der Markov-Kette zur Zeit —k bleiben durch den Grenziibergang
1, — 00 unverandert und transportieren das extremale Entrance Law (a_g)geNuco:
Sei v = L[M’ ] die Startverteilung der Markov-Kette (M,l)l_k,...,o Nach (ii) konvergiert diese
fir j — oo in L2 gegen eine Startverteilung o_j. Durch eine dhnliche Uberlegung wie in (ii) folgt,
dass auch 1] o K_j, fiir j — oo in L? gegen a_j, o K_j, konvergiert und die beiden Male av_1 und
a_j o K_j iibereinstimmen: Fiir beliebige A € 9B gilt

/ (vl o K_1)(dy, dx) = / vi(dy)K _x(y, A) iy / a_p(dy)K_i(y, A) =
RxA R R

_ / (@i o K_1)(dy, dx)
RxA

sowie

/ (Vljc o K_i)(dy,dr) = / V,z+1(dm) izop a_g1(dz).
Rx A A A

Nach (ii) gilt fiir beliebige k € Z; und j — oo, dass M’ x — L2 0. Daher kénnen wir aufgrund
der Linearitét des Integrals mit dem ,Cramer-Wold-Device® (vgl. [Bil, Theorem 7.7]) folgern, dass fiir
beliebige k € N gilt: LM )iy, 0] = ize LI(M>)i=.... o],

Nach (iii) ist (M>9)i=x,...,0 wieder eine Markov-Kette mit Ubergangskernen K_; zum Zeitpunkt [. Wir
miissen nur noch zeigen, dass f.s. gilt M = 6.

(iv) M2, existiert f.s und es gilt E[M>_] = 6:
Die Martingal-Eigenschaft der Markov-Kette (M2}, )rez, folgt durch die gleichen Uberlegungen wie
fiir endliches j. Aus dem Konvergenzsatz fiir Riickwértsmartingale folgt dann die fast sichere Exi-
stenz und Endlichkeit von M wegen der uniformen Integrabilitét der Markov-Kette (M5)xez, :
Sei m > 0 beliebig gewahlt. Nach Voraussetzung ist das zweite Moment der Markov-Kette M7
gleichméBig in j und k beschrénkt. Da M7, nach Definition f.s. endlich ist, folgt

lim sup E[|M? k|1 = 0.

o suy (1047 1 >m]

Aus der uniformen Integrabilitdt des Martingals folgt somit insbesondere

E[M% ] = lim E[M%]= lim E[M’,] = 6.
—00 J,kR—00
Mit (iv), dem Lemma von Fatou und (i) folgt, dass M f.s. existiert und endlich ist und der Unglei-
chungskette 0 < E[(M>, —6)*] <lim me[(Mk —6)%=0

geniigt, woraus die Behauptung folgt.

3.3.2 Divergenz

Wir wollen zeigen, dass sich die Markov-Kette unter der Voraussetzung g = o2 wie eine Brownsche

Bewegung zu vorgegebenen Zeitpunkten verhélt. Dazu zeigen wir, dass die Markov-Kette zum Zeitpunkt
—k durch eine Faltung j — k + 1 normalverteilter Zufallsvariablen erzeugt werden kann:

Es sei (Ng)kez, eine Folge N (0,02 /cy)-verteilter Zufallsvariablen und y; = z; —6 eine Transformation,
dann gilt fiir £ = j und A € 9B beliebig:

/ —6)?
i€ 4) / 27702 202 }dxj B

Jy]
d =
/ (A) 2’/TO'2 Yi

=P(N; € y;(A (9+N eA)
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und fiir die Verkniipfung zweier Ubergangskerne (0 < k < j — 1) mit y; = 2; —m (i = k — 1,k)
Transformationen gilt fiir A € 9B beliebig:

P(M’, e AIM?, ,=m)=

[ cr—1 ~ch—1 (-1 — )2} Ck { ek —ka71)2}
/ / 271'02 202 2mo? xp 202 Th—1 ATk

/ / k—lyk—12} koo {_Ck(yk_yk—1)2}d dun —
i (A) 27r02 202 om0 P 202 Yhe=1 Gl

—PNk 1—|—Nk€yk( )|M e 2—m)
:P(m+Nk71+Nk€A\M_k+2:m).

Wendet man obige Gleichung rekursiv fiir gegebenes M. ,gfg, LMY ; an, dann erhdlt man fiir j € Z4 und
0<k<j+1
J
(3.8) P(M’, € A)=P(+> N €A
=k
Setzt man ) ' 1
t J = 2 -
"y

so lasst sich (3.8) schreiben als
(3.9) P(M’, € A) = P(B,i) € A| By = 0),

wobei (By)¢>o eine Standard-Brownsche Bewegung ist. Da aber nach Voraussetzung die Summe der
inversen Wechselwirkungsterme divergiert und somit zﬁ — oo fiir j — oo, gilt aufgrund des Verhaltens
Standard-Brownscher Bewegungen fiir beliebiges A € B

0 A beschriankt
PM? eA)=4q% {+0}eAd ,
5 {—ocleA

woraus die Behauptung folgt.

3.4 Diffusives Clustern

Im ersten Abschnitt wollen wir das Theorem beweisen und im zweiten die drei angegebenen Beispiele fiir
kleine, mittlere und grofie Cluster durchrechnen:

3.4.1 Beweis des Theorems

Fiir den Beweis zitieren wir [Bro, Theorem 3]. Dazu fithren wir zunéchst einige abkiirzende Schreibweisen
ein ((My)nez, sei dabei das betrachtete Martingal):

X, =M, — M,_1
mn? = E[(M,)?]
(310) ’Un2 = E[(Xn)2 ‘ Mn—l]
S
k=1
Dann gilt:
3.5 THEOREM. Sei (My)ncz, ein Martingal mit My = 0, das
(mn?) 1,2 5, 1
erfiillt und sei (&n(t))aco,1) €in durch

En(a) := (mn?)"F (Mi + Xi(amn? — mp?)/ (mps1? — mi?))
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definierter stetiger stochastischer Prozess, wobei k bzw. a so gewéhlt sind, dass my? < am,? < mp,1>
gilt.
Wenn das Martingal die Lindeberg-Bedingung erfiillt, d.h.

n—oo

Ve>0 : (mn2)712E[(Xl)2 1{(X1)22emn2}|Ml71] — 5 0,
=1

dann konvergiert &, fiir n — oo schwach in Verteilung gegen eine Standard-Brownsche-Bewegung
(B(a))ae[o,1] auf [0, 1]: ﬁ[(fn(a))ae[o,u] = ﬁ[(B(a))ae[o,l]]

Betrachten wir also das Martingal (My,)n—o,....j+1 = (Mj

n—j—1—)n=o,...j+1 fiir j € Z, dann gilt fiir
die Abkiirzungen (3.10)

"1
2 _ o L
o ’; -
02 = /R(mn — Mn_1)2 Lo (dxn) =
= /R(acn2 — 2z, M1 + Mn_12) FR}H (dx,) =

1 1
= n—12+02_ _2Mn—12+Mn—12 202_

n Cn
n
QZGQZi Zan—Uzé
k=1
und damit punktweise und daher auch in Wahrscheinlichkeit
(mn2)71Vn2 = 1,

da nach der Voraussetzung des Theorems 1.9 die Summe der inversen Wechselwirkungsterme divergiert
und somit auch m,2 — oo fiir n — oo.
Es bleibt noch die Lindeberg-Bedingung zu zeigen Unter der Voraussetzung, die wir in Abschnitt 1.3.3

getroffen haben, dass
1 - il
minfe, Z =limsupe Z
k=0 ©

gilt, folgt:

3.6 LEMMA. Sei ( ];)k,_j_l o eine Markov-Kette definiert durch (1.1-1.2) und (1.5) mit g = o2,
ceR* und } p 0k 1 =o0.

Genau dann erfullt das Martingal (M} J _ 0)k=—j—1,... 0 die Lindeberg-Bedingung, wenn

N
lim c; g — =
— ‘ Ck
oo T

.....

Beweis. Wir wollen zunéchst die bedingte Erwartung E[(M,g - M,g_l)2 i —nmi_)2>em;2y | Mg_l] unter
den im Lemma getroffenen Voraussetzungen berechnen:

E[(M; — Mi—1)2 1{(Mg_Mg_1)2zemj2} | My =M]=

= [ =M La, o @) T () =

Cr p{_ck(m—M)2

N M)y os A(dz) =
/R\Bemj(M)(x ) om0 202 } (dx)
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mit der Transformation y = \/cx(x — M) /o

_/ N T e Ady) =
R\Bem; g/ (0) 27 Ck

g% [ 1

:2— —_— e
Ck eﬂ\/c—k V2T 4

202 e

— 2cp _ﬁ
= — =L e ex {——em }—|— e 2 dy|.
Ve ( S A AT

Setzt man diese Gleichung in die Lindeberg-Bedingung ein, so ergibt sich fiir die beiden Félle

_% dy:

(i) limcjm;? = oo
Insbesondere ist dann liminf{cy |0 < k < j} -m;? = oo fiir j — oo und

o 2
QmJ } .
E =i fep ex cr ¢+ e 2 d <
m]2 /_2’/T ( k P{ o2 Ck w;j y) >

k=0 V°F
0?2 e 2 |

+ _2— . e 2 dy . g —_— =
m; 2w e% inf \/Ck k=0 Ck

L ow{-tentuta) S (3 1)
=€ expy —s€“°—=5-1infc — +
o p 2 o2 k o —

k=0

/ Tz dy]l°>°0
mf\/_

fiir alle € > 0.
(ii) lime;m;? < oo:
Insbesondere ist dann limsup{cy, |0 < k < j} - m;? < oo fiir j — oo und

2 ) > o
—WZ (e%\/ck exp{—%ewzg ck} + " e T dy| >
k=0 e

N
2 oS} J
o 1
2 ——/ 2 dy i
m;* /2w e%supx/_ %Ck
/ S dy>0
=—7 e Zdy>0,
V2T e% sup /Cr
fiir alle € > 0 und j — oo.
Daraus folgt die Behauptung. O
Betrachtet man statt (£,(a))aejo,1), Wie in obigem Theorem definiert, den rechtsseitig stetigen sto-
chastischen Prozess gn( )= (an)_% M,
wobei k so gewiihlt ist, dass mi? < amy,? < mpp1? gilt, dann stimmt dieser fiir alle o = 0, & R ”T’l, 1

mit dem Prozess £ iiberein, hat aber keine stetigen Pfade mehr. Fiir n — oo liegt die Teilmenge, auf
der die beiden Prozesse iibereinstimmen, jedoch dicht in [0, 1]. Stimmen eine stetige und eine rechtsseitig
stetige Funktion auf einer in [0, 1] dicht liegenden Teilmenge iiberein, so sind sie aber schon identisch.

Da (myg)k=o,....n streng monoton wachsend und unbeschrinkt ist, ist es offensichtlich immer mdoglich
eine Funktion f;(a) zu finden, die die Ungleichung

(mpy@)® _ . _ (Megy@1)?

(3.11) o a< 5
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und die Bedingungen (i) und (ii) aus Theorem 1.9 erfiillt.

Wir haben also fiir das Martingal (M,g — O)g=—j—1,..,0 die Behauptung gezeigt. Da wir aber das
Martingal mit (mn2)*% skalieren, das ja nach Voraussetzung eine Nullfolge fiir n — oo ist, erhélt man
das selbe Resultat, wenn man eine beliebige Konstante — etwa 6 — zu jedem Glied des Martingals addiert.

3.4.2 Beweis der Korollare

Wir verwenden in den folgenden Beweisen zur Bestimmung der mittleren Clustergrofie die durch Glei-
chung (3.11) gegebene Bedingung zur Wahl der Funktion f;(«). Offensichtlich konvergiert dabei die linke
Seite der Ungleichungskette gegen die rechte fiir j — oo, so dass es geniigt eine Funktion f;(a) zu finden,
die den Bedingungen (i) und (ii) aus Theorem 1.9 geniigt und asymptotisch bestimmt ist durch

2
(3.12) lim Mof@)” _

j—o0 mn2
Da es bei der Klassifizierung der Clustergréfie und bei der Betrachtung des Diffusionslimes nur auf
den Grenzfall j — oo ankommt, ist f;j(a) durch diese Gleichung und den Bedingungen (i) und (ii)
wohldefiniert.
Kleine Cluster: ¢, = c(k + 1)

Fiir ¢ > 0 befindet sich dieses Beispiel im Bereich des diffusiven Clusterns:

<1 1531
L
ko kS k
J j+1
1 — = lm (G +1 - =
fim e o= fm D) g =

fi(e) = —|(j +2)*] + 1 ist eine Funktion von [0, 1] nach Z fiir alle j € Z; und
i) sie ist offensichtlich monoton fallend und
(i) £;(0) =~ +2°] +1=-1+1=0,
i) ==+ +1=—-j-2+1=—j—1
Fiir die weiteren Uberlegungen macht man sich klar, dass sich die Summe der inversen Wechselwirkungs-
terme wie folgt durch Integrale abschétzen lésst:

j+1 J+1 g+l
In(j +2) = dx < - <1 —dr=14+1In(j+1).
n(j +2) /0 T 1 x_;k_ +/1 xl‘ +In(j+1)
Es gilt somit
aln(j +2) <lnL(j—|—2)aj+1
1+In(G+1) = 1+In(G+1) —
LG+2)7 -1 1 J 1
< S <
< X /X

< 1 —l—lnL(j +2)¢] < 1 +a1‘n(j +2)
In(j +2) In(j +2)

wobei sowohl die linke, als auch die rechte Seite der Ungleichung fiir j — oo gegen a konvergiert.
Diese Wechselwirkungterme erzeugen kleine Cluster, da gilt
; —G+2)*+1
lim M — lim M: lim

—(j+2)* -1 fira=1
j )0 fira<1’
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Mittlere Cluster: ¢, = c(k + 1)#

Fiir ¢ > 0 und 3 < 1 befindet sich dieses Beispiel im Bereich des diffusiven Clusterns:

N e R |
- = >z Z =
I;)ck c;kﬁfc’;k >
J Jj+ 1
hmch——hm(j—i—l)ﬂzk—ﬂz
I =0 > k=1

Jj+1 1
(3>0) > lim (j+1)5/ 2 Pdr= lim ——(j+1) =00 bzw.
Jj—oo 0

Jj+1 1
(B<0) > lim(j+ 1)5(1 +/ 2P dx) = lim (i(j +1)P+ ——( + 1)) ~
j—o0 1 -1 1-p
fj(a) = —|a(j + 1)] ist eine Funktion von [0, 1] nach Z fiir alle j € Z und
i) sie ist offenblchthch monoton fallend und
(i) f3(0) =
fJ( )= _J - L
Ersetzt man wie bei der Betrachtung des Beispiels fiir kleine Cluster die Summe durch ein Integral, was
ohne weiteres moglich ist, da die Summe der inversen Wechselwirkungsterme monoton wéchst, so gilt:
la(i+1)] jt+1 +1)

pm (X ) = ([ e ) [ -

(a+1) "1,

= lim
j—oo  (j+ 1)175 -1

Die Abbildung o — o' ~? ist fiir 3 < 1 bijektiv. Wir kénnen daher die Zeitskala des Diffusionslimes ohne
weiteres so anpassen, dass sie der durch f;(«) erzeugten entspricht (vgl. Theorem 3.5).
Diese Wechselwirkungsterme erzeugen mittlere Cluster, da gilt:

lim M:]im M_

Grofle Cluster: ¢, = cexp{—ak®}

Fiir ¢ > 0, a > 0 und 0 < b < 1 befindet sich dieses Beispiel im Bereich des diffusiven Clusterns (zweite
Ungleichungskette mit 'Hopital):

Zg ZgZeXP{ak b2-) 1=o0
= k=0 k=0
J j—1
lim ¢, Z = hm exp{ aj®} Zexp{akb} > lim exp{—ajb}/ exp{az®} do =
_7—>oo J—00 0
k=0

— lim P exp{al(j — 1" = 1)} = oc.
Dabei wurde verwendet, dass (j + d)® — j® — 0 fiir j — oo, d € R und b < 1, was leicht aus dem
Mittelwertsatz folgt.
fila) = —L(“‘Ta V(= 4+ 1)%) + (j + 1)*)/?| ist eine Funktion von [0, 1] nach Z fiir alle j € Z, und

(i) sie ist offensichtlich monoton fallend und

(i) £5(0) = ~(~(G+1)"+ (i + e =0,

i) =G+ =—j -1

Ersetzt man wie bei der Betrachtung des Beispiels fiir kleine Cluster die Summe durch ein Integral, was
ohne weiteres moglich ist, da die Summe der inversen Wechselwirkungsterme monoton wéchst, so gilt mit
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I’Hépital:

L%+ G+ ")) j

lim ( Z exp{ak®} / Zexp{abb}) =
k=0

J—00 =1
(lt:la+(j+1)b)1/b J
= lim (/ exp{az®} dx // exp{az®} dx) =
1 0

j—o0

= lim exp{lna+a(j + 1)b — ajb} = a.
j—o0

Diese Wechselwirkungsterme erzeugen grofie Cluster, da gilt:

_fila) o =(BEV(GHD)) G+ D)V

lim 22—~ = lim . =

jmoo j o geoo j
o —EEVEGHD) GOV Jo fira =0
 j—oo J S ]l-1 fira>0"

3.5 Macro-Clustern

Zuerst iiberlegen wir uns, dass sich ein System mit einer Wechselwirkungskette der Form ¢ = cexp{—ak}
mit a,c > 0 im Bereich des Micro-Clusterns befindet:

;EZEZeXp{ak}z Ez:lzoo
=0 k=0 k=0

J J _
. 1 . s . 1—e % 1
lim ¢; E — = lim e™% E e = lim = < 00
j—oo b Ck j—oo i—o j—oo €4 —1 e —1

Kénnen wir dann weiterhin zeigen, dass die Ubergangskerne der reskalierten Markov-Kette schwach
in Verteilung gegen Ubergangskerne mit transformierten Wechselwirkungstermen

G i= lim c¢j_g h(j)?
J—00
konvergiert, dann folgt daraus schon fiir beliebige k € Z :
Llh() 7 M]_, ] =5 [M).

Da die Markov-Kette unabhingige Zuwéchse hat, gilt aber dann insbesondere auch fiir k£, € Z; mit
k;«élund Ak7Al eR

LIARRG) T M+ Nh(i) " M} "= LA + MM

Mit Hilfe des ,,Cramer-Wold-Device® (vgl. [Bil, Theorem 7.7]) folgt dann die Behauptung.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass ¢, wohldefiniert ist und die Ubergangskerne wie behauptet konver-
gieren:

(i) é ist wohldefiniert, von 0 wegbeschrénkt und endlich:
Berechnen wir zum Beweis die Wechselwirkungskette (¢x)rez, - Sei k € Z, beliebig, dann gilt:

J J
- . . . 1 . i
Cr = lim cj_yp h(j)? = 02 lim Cj—k g — =02 lim e**—9) g e =
j—o0 j—oo =0 C Jj—00 =0

2 e — e=ali=k) , e [<oo und
=o0° lim =0
j—o0 e —1 e —1 > O
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ii) Die Ubergangskerne konvergieren schwach in Verteilung bei festem m := Mee:
k
Da es zu jeder Funktion f € C,(R) eine Folge von Elementarfunktionen gibt, die gegen f aufsteigt,
geniigt es fiir beliebige A € B und k € Z, zu zeigen, dass sich der Ubergangskern wie behauptet
verhalt:

P(h(j)" M]_ i1 € ALR() )M 1= m):rj‘,;hkj’) (A-h(j)) =

/Ahj)m -~ x;UZ”h( i b Adr) =
/\/ﬂ —e) kh G (v = m)”} Ada)

Da 0 < ¢, < oo, konvergiert die Varianz des normalverteilten Ubergangskerns gegen ¢2/é,. Da-
mit konvergiert aber der Ubergangskern schwach in Verteilung gegen eine N (m,o?/é)-verteilte
Zufallsvariable und es folgt die Behauptung.

Es bleibt noch zu zeigen, dass M % f.s. existiert und f.s. endlich ist. Wie man leicht sieht, ist die Markov-
Kette (M7°)kez, ein quadratintegrables Martingal und das Supremum seiner zweiten Momente ist be-
schrankt. Mit dem Martingal-Konvergenzsatz folgt dann die Behauptung.



Kapitel 4

Theorie und Simulation der Iteration
der g

In diesem Kapitel werden wir die Eigenschaften des Operators F,. (vgl. Definition 1.2) und seines Or-
bits (F"g)nez, fiir g € &, anhand einiger Beispiele verdeutlichen, die mit Mathematica 3.0 graphisch
dargestellt wurden. Fiir exakte Beweise sei auf die Artikel [BCGH1, BCGH2| verwiesen.

Wie wir schon in Abschnitt 3.1 gesehen haben, gilt F.g = ¢- F}(c"1g). Da wir bei dieser Simulation
nur an der prinzipiellen Form der Funktionen F™g interessiert sind, wollen wir die Faktoren ¢ bzw. ¢!
vernachlissigen: Sie &ndern nichts an dem ,, Aussehen® der Funktion F.g sondern strecken bzw. stauchen
diese nur entlang der Abszisse. Daher wollen wir in den folgenden Beispielen mit der Wechselwirkungskette
c, = 1 fiir alle k € Z, arbeiten und F} mit F abkiirzen.

Das ,,Programm®, mit dem diese Graphen in Mathematica 3.0 erstellt wurden, lédsst sich mit schon
fertig implementierten Funktionen realisieren. Daher wollen wir hier nicht ndher darauf eingehen.

4.1 Glattenden Eigenschaften des Operators F'

Wie wir in Lemma 1.3 behaupten und in Satz 3.4 fiir die erste Ableitung beweisen, gilt fiir beliebiges
g € 6, dass Flg € C>*(R). Dies veranschaulicht Abbildung (4.1) mit g(z) = |z| + 1 (fiir einen Beweis
siche [BCGH1, Abschnitt 2.6]).

4.2 Fixpunkte und Fixformen

Wie wir bereits in der Einleitung und bei den Beweisen zu den Eigenschaften der Markov-Kette
(M;g)szjfl,...,o gesehen haben, spielen Fixpunkte und Fixformen des Operators F' eine entscheiden-
de Rolle. Daher ist die folgende Vermutung von Bedeutung (vgl. dazu auch [BCGH2, Theorem 1-2 und
Lemma 5(c)]):

4.1 VERMUTUNG. (Fixpunkte und Fixformen)
(i) Die einzigen Fixpunkte in &, haben die Form g(z) = 02 mit o € R*.
(ii) Es gibt keine Fixformen in .. Die Fixformen in ® haben die Gestalt g(z) = az? +b mit 0 < a < 1
und b > 0, und sie erfiillen die Gleichung Fg = ﬁg.

Zum Beweis dieser Vermutung wird man #hnlich vorgehen, wie bei den Beweisen zu Theorem 1 und
Theorem 2 in [BCGH2]. Fiir diese Beweise ist die Kenntnis der Fixformen des Operators nétig. Wegen
der komplizierten Gestalt der Funktion Fg fiir g(x) = ax?® + b (vgl. Abschnitt 3.1), ist es uns leider
nicht moglich gewesen explizit zu beweisen, dass Funktionen dieser Form Fixformen sind. Dies wird aber
einsichtig, wenn man Abbildung (4.2) betrachtet: Hier stimmt fiir g(x) = 222 + 1 die Funktion Fg, so
weit man es aus dem Graphen beurteilen kann, mit 2% + 2 = 2(%x2 + 1) iiberein.

Bei dem hier dargestellten Beispiel beachte man insbesondere, dass F'g nicht mehr in & liegt. Daher
ist es tatsdchlich notig, dass wir zur Betrachtung des Orbits F™ des Operators F' zum Funktionenraum
&, iibergehen, wie wir es in Lemma 1.3(ii) gesehen haben.
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Abbildung

ORIE UND SIMULATION DER ITERATION

-4 -2 0 2 4

Abbildung 4.1: Die Funktion ¢g(z) = || + 1 und Fg.

-4 -2 0 2 4

4.2: Die Funktion g(z) = 322 + 1 und (Fg)(z) = 2 + 2 als Fixform von F.

44
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Zum Abschluss seien nochmals die Fixformen der Operatoren in Abhéngigkeit der Zustandsraume in
einer Tabelle zusammengefasst:

Zustandsraum | g(z) (Fg)(z)
[0,1] ar(l—z),a>0 Ta9(T)
R az? +bz,a € (0,1),b>0 12g(x)
R az? +b,a€(0,1),b>0  iog(a)

4.3 Konvergenzverhalten an Beispielen

Ahnlich wie in [BCGH2] wollen wir in diesem Abschnitt das Konvergenzverhalten der Funktionenfolge
gn = F"g betrachten und Kriterien aufstellen, wann
(i) die Funktionenfolge gleichméBig gegen den Fixpunkt des Operators F' konvergiert (vgl. [BCGH2,
Theorem 3]),
(ii) der Grenzwert der Funktionenfolge punktweise fiir alle € R durch einen Fixpunkt des Operators
nach oben bzw. nach unten abgeschéitzt werden kann oder
(iii) die Funktionenfolge reskaliert werden muss zu g, = e, F"g, mit einer geeigneten Folge (en)nez,
um zu erreichen, dass sie konvergiert (vgl. [BCGH2, Theorem 4]).
Da die Beweise hierzu den Umfang der Diplomarbeit sprengen wiirden, wollen wir versuchen unsere
Vermutungen in den folgenden Abschnitten mit Beispielen zu untermauern.

4.3.1 Gleichmiflige Konvergenz gegen Fixpunkt

Ahnlich wie bei den Zustandsriumen [0,1] und Ry wird es Funktionen g € &, geben, so dass die
Funktionenfolge g, = F"g gleichméfig gegen den Fixpunkt des Operators konvergieren wird:

4.2 VERMUTUNG. (Konvergenz gegen Fixpunkt)
Ist g € &, und existieren die Grenzwerte

lim g(z) =0?€ (0,00) und lim g(z)=0? € (0,00)

r—+o0 T——00

und stimmen iiberein, dann konvergiert die Funktionenfolge g, = F"g gleichméfig gegen die konstante
2

Funktion g, = o°.
Wichtig ist in diesem Fall, dass die Grenzwerte der Funktion g fiir £ — —oo und x — +oc {ibereinstimmen.
Tun sie es nicht, so kénnen wir nur noch folgern, dass die Funktionenfolge durch Fixpunkte des Operators
nach oben bzw. nach unten beschrénkt bleibt (siehe dazu Abschnitt 4.3.2). Der Beweis dieser Vermutung
wird dem Beweis des Theorems 3 in [BCGH2| dhneln, da sich die Operatoren F' auf den Zustandsrdumen
R, und R dhnlich verhalten. Zur Veranschaulichung dieses Ergebnisses siehe Abbildung (4.3) und (4.4).

Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber das Konvergenzverhalten der Funktionenfolge g, = F™g
im Falle, dass sie gegen die Fixform bzw. den Fixpunkt des Operators F konvergiert (vgl. [BCGHI,
Theorem 1] und [BCGH2, Teorem 3]):

Zustands-

raum Gleichméfige Konvergenz gegen Fixform bzw. Fixpunkt des Operators F

Geniigt g den entsprechenden Bedingungen (i), (ii) und (iii) der Funktio-
nenmenge & sowie g(0) = g¢g(1) = 0, dann konvergiert die Funktionenfolge
gn = n - Fg gleichmifig gegen die Fixform g.(z) = z(1 — z).

[0,1] Man beachte, dass man die Funktionenfolge im Gegensatz zu den beiden fol-
genden Féllen mit n skalieren muss, um Konvergenz gegen die Fixform des
Operators zu erhalten. Die Fixform ist dafiir eindeutig bestimmt und nicht von
einem weiteren Parameter abhéngig.

Geniigt g den entsprechenden Bedingungen (i’), (ii) und (iii) der Funktio-
nenmenge &, sowie g(0) = 0 und gilt lim, ..o 2 'g(z) = a € (0,00), dann
konvergiert die Funktionenfolge g, = F™g gleichméfig gegen den Fixpunkt
go(x) = az.

Ist g € &, und gilt lim, .+ = 02 € (0,00), dann konvergiert die Funktionen-
folge g, = Fg gleichmaBig gegen den Fixpunkt o2.
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Abbildung 4.3: Die Funktion g(z) = e=®" + 1 und die iterierten Funktionen Flg, F2g, F3g, F*g und
F'0g mit bei jedem Iterationschritt monoton fallendem Maximum.
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Abbildung 4.4: Die Funktion g(z) = 22¢=" + 1 und die iterierten Funktionen Flg, Ftg und F'%g mit
bei jedem Iterationsschritt monoton fallendem Maximum.
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14 - .

1.2 - -

0.8 i
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0 ! ! ! !
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Abbildung 4.5: Die Funktion g(z) = L arctan(z) + 1 und die iterierte Funktion F'g (im Uhrzeigersinn
gedreht).

4.3.2 Beschrinkte Grenzfunktion

Liegen sowohl liminf als auch limsup der Funktion ¢ fiir x — +oo im Intervall (0,00), sind aber im
Gegensatz zum in Abschnitt 4.3.1 nicht alle gleich, dann kann man wohl nicht mehr erreichen, dass
die Funktionenfolge g, = F"g gegen den Fixpunkt des Operators F' konvergiert. Die Funktionenfolge
wird aber trotzdem zumindest punktweise gegen eine Grenzfunktion g., konvergieren, die sich geeignet
abschétzen lasst:

4.3 VERMUTUNG. (Beschrinkte Grenzfunktion)
Ist g(z) € &, mit endlichen, von 0 wegbeschrinkten Grenzwerten fiir x — oo, dann konvergiert die
Funktionenfolge g, = F"g zumindest punktweise gegen eine Grenzfunktion g, fiir die gilt:

min{limiinfg(aj)} < goo < max{limsup g(x)}.

r—Fo0

Als typisches Beispiel wurde hier die Funktion g(z) = I arctan(z) + 1 gewhlt (siehe Abbildung (4.5)),
fir die lim,—, oo g(x) = % und lim, .4 g(z) = % gilt. Das Ergebnis scheint fiir diese Funktion plausibel.
Und auch fiir Funktionen, deren Maximum iiber dem Maximum der lim sup oder deren Minimum unter
dem Minimum der lim inf liegt, ist es mit Vermutung 4.2 anschaulich klar, dass Vermutung 4.3 gilt.

Als weiteres Beispiel wollten wir noch die Funktion g(z) = 4 cos(2mz) + 1 betrachten, um das Ver-
halten des Operators bei nicht {ibereinstimmenden liminf und limsup zu visualisieren. Leider kam die
Berechnung der Funktion F'g nach dreieinhalb Tagen wegen des osziliernden Integranden und den daraus

resultierenden Rechenungenauigkeiten nicht zu einem Ende, so dass wir abbrechen mussten.

4.3.3 Konvergenz nach Reskalierung der Funktionenfolge

Aus den Abbildungen (4.6) und (4.7) wird klar, dass die Grenzfunktion von Funktionen, die fiir z — £o0
divergieren, wohl nicht durch Fixpunkte, d.h. Konstanten, nach oben beschrankt werden kénnen. Wir
konnten aber dhnlich wie bei der Konvergenz der Funktionenfolge n-F™ g gegen eine Fixform des Operators
mit Zustandsraum [0, 1] versuchen die Funktionenfolge F"g geeignet mit einer Folge (e, )nez, zu skalieren,
so dass e, F™g gegen eine Grenzfunktion konvergiert, die zumindest beschrinkt ist (vgl. dazu [BCGH2,
Theorem 4]).

4.4 VERMUTUNG. Ist g € &, und verhilt sich g(z) fiir ¥ — *oo asymptotisch wie x® mit a € (0,2),
dann existiert eine Folge (en)nez+, so dass e, F™g punktweise konvergiert und mit 0 < m < M < oo
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0 ! ! !
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Abbildung 4.6: Die Funktion g(x) = (2% + 1)% und die iterierten Funktionen F'g, F2g, F3g und F*g mit
bei jedem Iterationsschritt monoton steigendem Minimum.
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Abbildung 4.7: Die Funktion g(x) = |x| + 1 und die iterierten Funktionen F'lg, F?g, F3g und F*g mit
bei jedem Iterationsschritt monoton steigendem Minimum.
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punktweise gilt:
m < min{liminfe, F"g} < max{limsupe, F"g} < M.
n—oo n—+oo

Diese Vermutung ldsst sich nur schwer mit Graphen eines Orbits plausibel machen, und es ist auch
fraglich, ob diese Vorgehensweise fiir Funktionen g(x), die sich asymptotisch wie 2% mit « > 1 verhalten,
iitberhaupt funktioniert, da der Operator I fiir konvexe Funktionen g ,,oberhalb“ der Funktionen vom Typ
alz| 4+ b mit a,b > 0 die Konvexitét erhélt und somit der Orbit eine monoton wachsende Funktionenfolge
bildet.



Kapitel 5

Ausblick

Diese Arbeit weist noch einige Liicken auf, die in eventuell folgenden Veréffentlichungen noch zu schliefien
sein werden:

(i)

Die Eigenschaften der Markov-Kette (M]z)k:_j_17...70 wurden hauptséchlich nur fiir Funktionen
g € &, untersucht, die Fixpunkte des Operators F' sind. Die Ergebnisse waren dementsprechend
einfach unter Verwendung von Eigenschaften der Normalverteilung zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich die Markov-Kette verhélt, wenn nicht in einem Fixpunkt des
Operators F' gestartet wird. Durch die Rekursion (1.5) entsteht dadurch eine Folge von Funktionen
(9x)kez, , die vielleicht Einfluss auf das Verhalten der Markov-Kette nehmen konnte. Es zeigt sich
schon in [DG3], dass die entsprechnende Funktionenklasse &, nochmals eingeschrinkt werden muss,
um zu denselben Ergebnissen zu gelangen, die man auch fiir den Fixpunkt erhélt.

Fiir das in dieser Arbeit behandelte Beispiel wire eine geeignete Einschriankung etwa, dass fiir ein
geeignetes o € R*

lim lgx — 0| = 0
k—oo
gilt, wobei || - || die Supremumsnorm bezeichnet (vgl. auch Vermutung 4.2).

Weiterhin ist es notig das Verhalten des Operators F' und seines Orbits genauer zu untersuchen,
und die Vermutungen 4.1 bis 4.4 in Analogie zu [BCGH2] zu beweisen. Eventuell ergibt sich bei
Vermutung 4.4 ein fiir den Zustandsraum R, nicht auftretendes Verhalten fiir Funktionen g(z), die
sich asymptotisch wie @ mit o > 1 fiir £ — oo verhalten.
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